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ÏÅÐÅÄÌÎÂÀ
Ñó÷àñíå ïðèðîäîçíàâñòâî ìà¹ ñïðàâó iç äóæå ñêëàäíèìè ÿâèùàìè, ÿêi iíêîëè
âàæêî îïèñàòè íåâåëèêîþ êiëüêiñòþ ðiâíÿíü, ùîá ¨õ ðîçâ'ÿçóâàòè àíàëiòè÷íî ÷è
íàâiòü çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ. Óñå ÷àñòiøå íà ïåðåäíié ïëàí âèõîäÿòü
ñèñòåìè, äëÿ äîñëiäæåííÿ ÿêèõ òðåáà âðàõîâóâàòè ñïiëüíó äiþ âåëèêî¨ êiëüêîñòi
ôàêòîðiâ. Òèì áiëüøîãî çíà÷åííÿ íàáóâàþòü ÿêiñíi òà çàãàëüíi ðåçóëüòàòè, ùî
äàþòü îði¹íòèð äëÿ ïîäàëüøîãî ïîøóêó âiäïîâiäi íà áiëüø êîíêðåòíi ïèòàííÿ.
Ñàìå òàêi çàäà÷i äîñëiäæó¹ ñèíåðãåòèêà, ÿêà âèâ÷à¹ ÿâèùà ó ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ
çà íàÿâíîñòi ïðîöåñiâ ñàìîîðãàíiçàöi¨.
Áiëüøiñòü ïðîöåñiâ, ÿêi îïèñóþòü ñêëàäíi ôiçè÷íi òà àñòðîíîìi÷íi ñèñòåìè,
¹ íåëiíiéíèìè. Iíøà ði÷, êîëè â ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ íåëiíiéíiñòþ ìîæíà
çíåõòóâàòè, òîáòî íàáëèæåíî çâåñòè ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü ñèñòåìó, äî ëiíiéíèõ.
Àëå äîñèòü ÷àñòî ïîâåäiíêà ôiçè÷íèõ ñèñòåì ¹ íàñòiëüêè ñêëàäíîþ, ùî ïèòàííÿ
ïðî ëiíåàðèçàöiþ òóò íàâiòü íå âèíèêà¹. Çàçíà÷èìî, ùî ïåðøi ìàòåìàòè÷íi
äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì, â òîìó ÷èñëi ðîáîòè òàêèõ êëàñèêiâ, ÿê Íüþòîí,
Ëàãðàíæ, Ïóàíêàðå, Ëÿïóíîâ, áóëè çíà÷íîþ ìiðîþ îáóìîâëåíi àñòðîíîìi÷íèìè
çàäà÷àìè. I çàðàç íåáåñíó ìåõàíiêó, àñòðîôiçèêó òà êîñìîëîãiþ íåìîæëèâî
óÿâèòè áåç ñó÷àñíèõ íàáëèæåíèõ òà ÿêiñíèõ ìåòîäiâ íåëiíiéíîãî àíàëiçó.
Íàáið ïðèíöèïîâî íîâèõ åôåêòiâ, ùî âiäðiçíÿþòü íåëiíiéíi ñèñòåìè âiä
ëiíiéíèõ, äîñèòü âåëèêèé. Íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè. ßêùî â êîëèâàëüíèõ
ëiíiéíèõ ñèñòåìàõ ìà¹ìî íàáið õàðàêòåðèñòè÷íèõ ÷àñòîò, ùî íå çàëåæàòü âiä
àìïëiòóäè êîëèâàíü, òî çà íàÿâíîñòi íåëiíiéíîñòi òèïîâîþ ¹ çàëåæíiñòü ÷àñòîòè
âiä àìïëiòóäè êîëèâàíü. Âiäîìèì ïðèêëàäîì ¹ ôiçè÷íèé ìàÿòíèê. Â íåëiíiéíié
êîëèâàëüíié ñèñòåìi çà íàÿâíîñòi çîâíiøíüî¨ ãàðìîíi÷íî¨ ñèëè â çàãàëüíîìó
âèïàäêó àìïëiòóäà êîëèâàíü ¹ íåîäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ ÷àñòîòè. Çà íàÿâíîñòi
ñëàáêîãî íåëiíiéíîãî çâ'ÿçêó ìiæ ðiçíèìè êîëèâàëüíèìè ñèñòåìàìè, ìîæå
âèíèêàòè ÿâèùå ñèíõðîíiçàöi¨, êîëè óñi ñèñòåìè ïî÷èíàþòü êîëèâàòèñÿ ñòðîãî
ç îäíi¹þ ÷àñòîòîþ.
Âiäìiííîñòi ìiæ ëiíiéíèìè òà íåëiíiéíèìè ñèñòåìàìè âèíèêàþòü íàâiòü
íà ðiâíi iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ: ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iñíó¹ íà óñié äiéñíié îñi, à ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè
ìîæå íàòðàïèòè íà îñîáëèâiñòü çà ñêií÷åíèé ÷àñ. Ó ðîçâ'ÿçêó êâàçiëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ìîæóòü âèíèêàòè ðîçðèâè  öå ïîøèðåíå ÿâèùå
â ãiäðîäèíàìiöi iäåàëüíî¨ ðiäèíè, ïîâ'ÿçàíå ç âèíèêíåííÿì óäàðíèõ õâèëü.
Íåëiíiéíèì ñèñòåìàì ïðèòàìàííi ÿâèùà õàîñó òà ñàìîîðãàíiçàöi¨. Ìîæëèâiñòü
âèíèêíåííÿ õàîòè÷íî¨ (ñòîõàñòè÷íî¨) ïîâåäiíêè âèíèêà¹ ÿê ó ñèñòåìàõ
ñêií÷åííî¨, i íàâiòü íåâåëèêî¨, ðîçìiðíîñòi, òàê i â êîíòèíóàëüíèõ ôiçè÷íèõ
ñèñòåìàõ. Â ðàçi ñòîõàñòè÷íî¨ ïîâåäiíêè òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè N çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ñòàþòü âåëüìè çàïëóòàíèìè, ïðè÷îìó ìàëà çìiíà
ïî÷àòêîâèõ óìîâ ïðèçâîäèòü äî ñóòò¹âî¨ âiäìiííîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íàâiòü çà íå äóæå
âåëèêèé ÷àñ.
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Ïðèíöèïîâèé iíòåðåñ ñòàíîâëÿòü ñèñòåìè iç ñàìîîðãàíiçàöi¹þ. Òàêi ñèñòåìè
"àâòîìàòè÷íî" íàáóâàþòü åôåêòiâ âïîðÿäêîâàíîñòi ó ïðîñòîðîâié ñòðóêòóði àáî
çà ÷àñîì. Çàãàëüíi ïðèíöèïè âèíèêíåííÿ âïîðÿäêîâàíèõ ñòðóêòóð âiäiãðàþòü
âàæëèâó ðîëü äëÿ öiëêîì ðiçíèõ îáëàñòåé çíàíü, âiä òî÷íèõ äî ñóñïiëüíèõ íàóê.
ßê âèäíî iç ñêàçàíîãî, äëÿ áàãàòüîõ çàñòîñóâàíü âàæëèâî âèçíà÷èòè, êîëè
âèíèêàþòü çìiíè ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè ôiçè÷íî¨ ÷è àñòðîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè. Íàâåäåìî
òèïîâèé ïðèêëàä, êîëè ñòàí ñèñòåìè àáî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü, ùî ¨¨ îïèñóþòü,
çàëåæàòü âiä ïåâíîãî ïàðàìåòðà P , ïðè÷îìó iñíó¹ ïåâíå çíà÷åííÿ P0, ÿêå
íàçèâàþòü áiôóðêàöiéíèì, òàêå, ùî çà P < P0 ìîæëèâèé ëèøå ñòàöiîíàðíèé
ñòiéêèé ñòàí ñèñòåìè, à çà P > P0 öåé ñòàí ñòà¹ íåñòiéêèì i ñèñòåìà âèõîäèòü
íà iíøèé òèï, ÿêèé ìîæíà îïèñàòè ïåðiîäè÷íîþ àáî ìàéæå ïåðiîäè÷íîþ
çàëåæíiñòþ. Ìîæíà ñêàçàòè, ùî âèíèêà¹ äåÿêà ñòðóêòóðà ïîâåäiíêè ñèñòåìè
ó ÷àñi. Iñíó¹ ÷èìàëî ïðèêëàäiâ, êîëè âèíèêàþòü çìiíè òàêîæ i â ïðîñòîðîâié
ñòðóêòóði ñêëàäíî¨ ñèñòåìè.
Òóò âèíèêàþòü òàêi çàäà÷i. Ïî-ïåðøå, òðåáà ç'ÿñóâàòè, ÷è êðèòè÷íå çíà÷åííÿ
P0 âçàãàëi iñíó¹, òîáòî ÷è ìîæëèâèé ïåðåõiä ìiæ ðiçíèìè òèïàìè ÿêiñíî¨
ïîâåäiíêè. Ïî-äðóãå, ÿêùî âiäïîâiäü ïîçèòèâíà, òðåáà çíàéòè çíà÷åííÿ P0
àáî çàïðîïîíóâàòè âiäïîâiäíèé àëãîðèòì. Ïî-òðåò¹, òðåáà äîñëiäèòè ïîâåäiíêó
ñèñòåìè äëÿ ïàðàìåòðiâ P , ùî ¹ áëèçüêi äî áiôóðêàöiéíîãî. Âiäçíà÷èìî, ùî
äîñèòü ÷àñòî äîñëiæåííÿ â îêîëi áiôóðêàöiéíîãî çíà÷åííÿ, äå âiäáóâà¹òüñÿ çìiíà
ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè ïðè çìiíi P , ¹ çíà÷íî ïðîñòiøèì, íiæ äàëåêî âiä òî÷êè
áiôóðêàöi¨.
Ó öié êíèçi ðîçãëÿíóòî íèçêó çàäà÷, ùî âèíèêàþòü â àñòðîíîìi÷íèõ òà
ôiçè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ ó çâ'ÿçêó ç ïåðåõîäàìè ìiæ ðiçíèìè òèïàìè ÿêiñíî¨
ïîâåäiíêè. Êíèãó ìîæíà óìîâíî ïîäiëèòè íà äâi ÷àñòèíè. Ó ïåðøié (Ðîçäiëè 1-
4) âèêëàäåíî áàçîâi ïîíÿòòÿ ÿêiñíî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (Ðîçä. 1,2).
Öi ðîçäiëè ¹ ñòàíäàðòíèìè i íåîáõiäíèìè äëÿ iëþñòðàöi¨ áàçîâèõ ïiäõîäiâ ïðè
îïèñi ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òóò ââåäåíî òà ïðîiëþñòðîâàíî
áàçîâi ïîíÿòòÿ, íåîáõiäíi äëÿ ðîçóìiííÿ ïîäàëüøèõ ðîçäiëiâ 3-9. Ó Ðîçäiëi
3, ùî ¹ îäíèì ç öåíòðàëüíèõ, ðîçãëÿíóòî åëåìåíòè òåîði¨ áiôóðêàöié ó
ñêií÷åííîâèìiðíèõ ñèñòåìàõ ç iëþñòðàöiÿìè ç öàðèíè ôiçèêè òà àñòðîíîìi¨.
Îîáëèâó óâàãó ïðèäiëåíî ÿâèùó áiôóðêàöi¨ íàðîäæåííÿ öèêëó, ÿêå âèíèêà¹ íà
çîâñiì ðiçíèõ ìàñøòàáàõ: âiä êîìïàêòíèõ ãåíåðàòîðiâ êîëèâàíü, äî ïóëüñàöié
çið (äèâ., çîêðåìà, ðîçäië 9, ïðèñâÿ÷åíèé çîðÿíèì ïóëüñàöiÿì). Ó ðîçäiëi 3
òàêîæ ïîäàíî åëåìåíòè òåîði¨ êàòàñòðîô ç âiäïîâiäíèìè ïðèêëàäàìè. Ó Ðîçäiëi
4 îáãîâîðåíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà âiäîìi ïiäõîäè äî îïèñó õàîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè
òà ¨¨ òèïiâ. Íàñòóïíi ðîçäiëè áiëüø áåçïîñåðåäíüî ïîâ'ÿçàíi ç àñòðîíîìi÷íèìè
çàñòîñóâàííÿìè, ÿê òàêèìè, ùî äîïóñêàþòü äåòàëüíèé àíàëiç ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé (ÿê ó Ðîçäiëàõ 5-7), òàê i òàêèìè, äå ïîñëiäîâíèé ðîçãëÿä ïðàêòè÷íî
íåìîæëèâèé áåç çàëó÷åííÿ ñïîñòåðåæíèõ äàíèõ (Ðîçä. 8,9). Ó Ðîçäiëi 5
ðîçãëÿíóòî îñíîâíi ÿêiñíi ðåæèìè êîñìîëîãi÷íî¨ åâîëþöi¨ òà êðèòè÷íi ïàðàìåòðè,
ùî ¨õ âiäîêðåìëþþòü; îáãîâîðåíî ïðîáëåìè ñòàíäàðòíî¨ êîñìîëîãi÷íî¨ CDM -
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ìîäåëi, ùî âèâîäÿòü íà íåîáõiäíiñòü iíôëÿöiéíî¨ åðè ðàííüîãî Âñåñâiòó. Ðîçäië 6
òîðêà¹òüñÿ ìîæëèâîãî âèíèêíåííÿ òîïîëîãi÷íèõ äåôåêòiâ ðåçóëüòàòi áiôóðêàöié
äåÿêîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîëÿ ïðè ðîçøèðåííi Âñåñâiòó; öåé ðîçäië òiñíî
ïîâ'ÿçàíèé ç ï.3.7 ó êîíòåêñòi òåîði¨ êàòàñòðîô. Ðîçäië 7 ïðèñâÿ÷åíèé, â
îñíîâíîìó, ñòiéêîñòi õîëîäíèõ ðåëÿòèâiñòñüêèõ çið òà êiíöåâèì åòàïàì çîðÿíî¨
åâîëþöi¨. Ó Ðîçäiëi 8 ðîçãëÿíóòî ñó÷àñíi ïîãëÿäè íà ôîðìóâàííÿ êîñìîãîíi÷íèõ
ñòðóêòóð, à ñàìå íà âèíèêíåííÿ åêçîïëàíåòíèõ ñèñòåì. Ó Ðîçäiëi 9, ÿêèé òiñíî
ïîâÿçàíèé ç Ðîçäiëàìè 3,4, ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìè òåîði¨ çîðÿíèõ ïóëüñàöié.
Àâòîðè íàìàãàëèñÿ íàäàòè çàìêíóòèé õàðàêòåð óñiì ðîçäiëàì, àëå, çðîçóìiëî,
êíèãà âèìàãà¹ ïåâíî¨ ïiäãîòîâêè. Íàïðèêëàä, Ðîçäiëè 5-9 ñïèðàþòüñÿ íà
çíàííÿ, ÿêi ñòóäåíòè àñòðîíîìi÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé íàáóâàþòü íà 1-3 êóðñàõ
óíiâåðñèòåòiâ. Ðàçîì ç òèì, ó öèõ ðîçäiëàõ ïîäàíî íåîáõiäíi âiäîìîñòi iç çàãàëüíî¨
òåîði¨ âiäíîñíîñòi, êîñìîëîãi¨, àñòðîôiçèêè òà êîñìîãîíi¨, ÿêi, ÿê ñïîäiâàþòüñÿ
àâòîðè, çðîáëÿòü êíèãó äîñòóïíîþ i öiêàâîþ òàêîæ äëÿ ôàõiâöiâ i ñòóäåíòiâ áiëüø
øèðîêîãî ïðîôiëþ.
Äàíà êíèãà  ïëiä ñïiëüíî¨ ðîáîòè óñüîãî àâòîðñüêîãî êîëåêòèâó. Òèì íå
ìåíø, âiäçíà÷èìî, ùî ó íàïèñàííi Ðîçäiëiâ 1,2,4 íàéáiëüøèé âíåñîê íàëåæèòü
I. Ñòüîïî÷êiíié; Ðîçäië 3 íàïèñàíèé ñïiëüíî Â. Æäàíîâèì òà I. Ñòüîïî÷êiíîþ;
Ðîçäiëè 5, 7 íàïèñàíi Â.Æäàíîâèì, à Ðîçäiëè 6, 8  À.Òóãà¹ì, Ðîçäië 9 íàïèñàíèé
ñïiëüíî Â.Æäàíîâèì òà À. Òóãà¹ì. Àëå çà óñi íåäîëiêè, ÿêi, áåçóìîâíî, ó êíèçi
ïðèñóòíi, íåñå âiäïîâiäàëüíiñòü âåñü êîëåêòèâ ó öiëîìó.
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1Áàçîâi âiäîìîñòi ç òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
1.1. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ñêií÷åííîâèìiðíèõ
äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.
Äàëi áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïåâíèé íàáið ïàðàìåòðiâ âèçíà÷à¹ ñòàí îá'¹êòà
(ñèñòåìè), ÿêùî âií, çàäàíèé â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó, îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ñòàíè
â ìàéáóòíüîìó. Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ ââàæà¹ìî, ùî ñòàí ñèñòåìè çàäàíèé
âåêòîðîì â RN . Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ áóäå ñèñòåìà N çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó
dy
dt
= F(y; ); àáî
dyi
dt
= fi(y; ); i = 1; :::; N; (1.1)
äå y(t)  [y1(t); :::; yN (t)] âèçíà÷à¹ ñòàí ñèñòåìè â ìîìåíò t, F  [f1; :::; fN ],
ïðàâi ÷àñòèíè çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ  = (1; :::p). Ïàðàìåòðè  =
(1; :::p) â ïîçíà÷åííÿõ ïðàâèõ ÷àñòèí òà ðîçâ'ÿçêiâ ÷àñòî áóäåìî îïóñêàòè,
êîëè âîíè íåñóòò¹âi. Áóäåìî ââàæàòè, ùî âåêòîð-ôóíêöiÿ F(y; ) ¹ íåïåðåðâíî-
äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ óñiõ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ â óñié îáëàñòi çíà÷åíü, ùî
ðîçãëÿäà¹òüñÿ.
Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1.1) íà [0; T ] íàçèâàòèìåìî íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíó
íà [0; T ] ôóíêöiþ y(t), òàêó, ùî äëÿ êîæíîãî t 2 [0; T ] âåêòîð y(t) íàëåæèòü
îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (1.1) òà ïåðåòâîðþ¹ (1.1) ó òîòîæíiñòü.
Ñèñòåìà (1.1) ¹ àâòîíîìíîþ, òîáòî ïðàâà ÷àñòèíà ÿâíî íå çàëåæèòü âiä
t. Çàçíà÷èìî, ùî íåàâòîíîìíó ñèñòåìó ìîæíà çâåñòè äî àâòîíîìíî¨ áiëüø
âèñîêîãî ïîðÿäêó. Òîìó ðiâíÿííÿ (1.1) ¹ äîñèòü çàãàëüíèì i ÷àñòèíó òåîðåì öüîãî
ïiäðîçäiëó ëåãêî ïîøèðèòè íà íåàâòîíîìíi ñèñòåìè.
Ðiâíÿííÿ (1.1) ðîçãëÿäà¹ìî ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
y(0) = y0  [y01; :::; y0N ] (1.2)
Íàâåäåìî äåêiëüêà âiäîìèõ òåîðåì, ùî ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü
ðîçâ'ÿçêó ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äîâåäåííÿ ìîæíà çíàéòè â [1-3].
Òåîðåìà 1.1 (ëîêàëüíà òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi).
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Íåõàé (ïðè ôiêñîâàíîìó ) âåêòîð ôóíêöiÿ F(y; ) òà ¨¨ ïîõiäíi ïî yi; i =
1; :::; N , íåïåðåðâíi â îêîëi òî÷êè y0 2 RN . Òîäi 9t1 > 0, òàêå, ùî íà âiäðiçêó [0; t1]
iñíó¹ îäíà é òiëüêè îäíà âåêòîð-ôóíêöiÿ Y 2 C(1)[0;t1], ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
(1.1) ç óìîâîþ (1.2).
Òåîðåìà 1.2 (ïðî ïîäîâæåííÿ ðîçâ'ÿçêó). Íåõàé (ïðè ôiêñîâàíîìó )
âåêòîð-ôóíêöiÿ F(y; ) òà ¨¨ ïîõiäíi @F=@yi; i = 1; ::; N; íåïåðåðâíi â îáìåæåíié
çàìêíåíié îáëàñòi D  RN , ïðè÷îìó âåêòîð ïî÷àòêîâèõ óìîâ íàëåæèòü äî
âíóòðiøíüî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ îáëàñòi Y0 2 D. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà
ôóíêöiÿ Y 2 C(1)[0;t1) íà [0; t1); t1 > 0; ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (1.1),(1.2), ïðè÷îìó àáî
t1 =1; àáî Y(t1) íàëåæèòü ìåæi îáëàñòi D.
Ïiäêðåñëèìî, ùî òåîðåìà 1.1 ãàðàíòó¹ ëîêàëüíå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó, òîáòî
äëÿ ïåâíîãî (ìîæëèâî äîñèòü ìàëîãî) t1 > 0, äîêè ðîçâ'ÿçîê çíàõîäèòüñÿ â îêîëi
ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Çà òåîðåìîþ 1.2. ðîçâ'ÿçîê ïîäîâæó¹òüñÿ 'ãëîáàëüíî', òîáòî çà
óñiõ t, ÿêùî âií çàëèøà¹òüñÿ â îáìåæåíié îáëàñòi. Öå íå çàâæäè ìà¹ ìiñöå.
Ïðèêëàä 1.1. Ïî÷àòêîâà çàäà÷à
dx
dt
= x2; x(0) = 1
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x(t) = (1   t) 1, ùî íå ìîæå áóòè ïîäîâæåíèé äî íåñêií÷åííèõ
çíà÷åíü ÷àñó t. Ñïðàâà ó òîìó, ùî x(t) ïðè t ! 1 âèõîäèòü çà ìåæi áóäü-ÿêî¨
îáìåæåíî¨ îáëàñòi.
Àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ìà¹ ðiâíÿííÿ dxdt = x
1+ äëÿ áóäü-ÿêîãî ÿê çàâãîäíî
ìàëîãî  > 0: ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x(0) > 0 ïðÿìó¹ äî
íåñêií÷åííîñòi çà äåÿêîãî t! t1 > 0, òîáòî íå ïîäîâæó¹òüñÿ íà óñi t > 0.
Çàçíà÷èìî, ùî óìîâè òåîðåì 1.1, 1.2 ìîæíà ïîñëàáèòè, ðîçãëÿäàþ÷è
íåïåðåðâíiñòü çà Ëiïøèöåì çàìiñòü íåïåðåðâíîñòi ïîõiäíèõ. Îäíàê çàïèñàíi
óìîâè ¹ öiëêîì äîñòàòíiìè äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó, ÿê i äëÿ áàãàòüîõ
çàñòîñóâàíü.
Äàëi ùå áiëüø êîíêðåòèçó¹ìî óìîâè íà ïðàâó ÷àñòèíó F, ââàæàþ÷è ùî
(À) F(y; ) ¹ ãëàäêîþ â óñüîìó ïðîñòîði ÿê ôóíêöiÿ âiä y,
(Â) F(y; ) ¹ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ ïàðàìåòðiâ  = (1; :::; p) â îáëàñòi d  Rp.
Òåîðåìà 1.3.
Íåõàé  2 d, âèêîíàíi óìîâè (À), (Â), íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ
Y(t; ) çàäîâîëüíÿ¹ (1.1),(1.2) äëÿ óñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó  ç îêîëó òî÷êè 0
ïðè t 2 [0; t1]; t1 > 0. Òîäi Y(t; ) ¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ  â
îêîëi 0.
Òåîðåìà 1.4. (çàëåæíiñòü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ;  ôiêñîâàíå).
Íåõàé Y(t;y0) ¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíîþ ôóíêöi¹þ âiä t 2 [0; t1]; t1 >
0, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (1.1),(1.2). Òîäi çà óìîâ (À), (Â) Y(t;y0) ¹ íåïåðåðâíî-
äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ ïî÷àòêîâèõ óìîâ y0.
Òåîðåìó 1.4 ìîæíà îòðèìàòè ÿê íàñëiäîê òåîðåìè 1.3.
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1.2. Ôàçîâèé ïðîñòið
Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè (1.1), çðó÷íî
ïðîâîäèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ôàçîâîãî ïðîñòîðó, ôàçîâîãî ïîòîêó òà
ôàçîâèõ òðà¹êòîðié. Çãiäíî äî òåîðåì 1.1 òà 1.2 ñòàí ñèñòåìè y(t0), çàäàíèé
ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (1.2), îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ñòàí ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò t > 0,
ÿêùî ðîçâ'ÿçîê ìîæíà ïîäîâæèòè äî öüîãî ìîìåíòó. Ìíîæèíó ñòàíiâ íàçèâàþòü
ôàçîâèì ïðîñòîðîì. Î÷åâèäíî, çàìiñòü (1.2) ìîæíà çàäàâàòè óìîâó
Y(t0) = y0 2 RN ; (1.3)
òîáòî çàäàâàòè ñòàí ñèñòåìè â iíøèé ïî÷àòêîâèé ìîìåíò t0, à òàêîæ ïîäîâæóâàòè
ðîçâ'ÿçîê íà çíà÷åííÿ t < t0. Äiéñíî, çàìiíà t! t0 = t  t0 çâîäèòü çàäà÷ó (1.1),
(1.3) äî çàäà÷i (1.1), (1.2). Iíøà çàìiíà t ! t0 =  t äà¹ ñèñòåìó, àíàëîãi÷íó äî
(1.1), äëÿ ÿêî¨ óñi âèñíîâêè ïîøèðþþòüñÿ íà t < t0.
Íåõàé ôóíêöiÿ y(t) 2 C(1)(t1;t2) çàäîâîëüíÿ¹ (1.1) íà iíòåðâàëi (t1; t2). Ìíîæèíó
òî÷îê y(t) 2 RN ; t 2 (t1; t2) íàçèâàòèìåìî òðà¹êòîði¹þ ñèñòåìè (1.1) (àáî
ôàçîâîþ êðèâîþ); öå ìíîæèíà ñòàíiâ, ùî äîïóñêà¹ ñèñòåìà, ÿêó îïèñó¹ ðiâíÿííÿ
(1.1). Òóò ââàæà¹ìî, ùî (t1; t2) ¹ ìàêñèìàëüíèé iíòåðâàë iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó
ñèñòåìè (1.1). Òðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè y(t) îïèñó¹ ïåðåìiùåííÿ òî÷êè y ó ôàçîâîìó
ïðîñòîði ç ÷àñîì t.
Çà óìîâ (À), (Â) òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (1.1) íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Äiéñíî,
ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî y1(t);y2(t); t 2 R, öå òðà¹êòîði¨ (1.1), òàêi, ùî
y1(t1) = y2(t2);
òîäi ~y2(t) = y2(t  t1+ t2) çàäîâîëüíÿ¹ ïðè t = t1 òèì ñàìèì ïî÷àòêîâèì óìîâàì,
ùî é y1(t) i âèçíà÷à¹, â ñèëó òåîðåìè ¹äèíîñòi, òó æ ñàìó ìíîæèíó ñòàíiâ.
Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ¹ ñïðàâåäëèâèì i â òîìó ðàçi, ÿêùî iíòåðâàë iñíóâàííÿ
ðîç'âÿçêó íå ¹ íåñêií÷åííèì.
Ôàçîâèì ïîòîêîì íàçèâàþòü îïåðàòîð t, ÿêèé ïåðåâîäèòü ñèñòåìó ç
îäíîãî ñòàíó â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 äî iíøîãî ñòàíó â ìîìåíò t:
y(t) = t(y(0)). Ìíîæèíó ñòàíiâM íàçèâàþòü iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ ôàçîâîãî
ïîòîêó t (àáî âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ t), ÿêùî t(M) M .
Ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè (1.1) çàäà¹ âåêòîðíå ïîëå â Rn, ÿêå ó êîæíié òî÷öi
¹ äîòè÷íèì äî äåÿêî¨ òðà¹êòîði¨ öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêùî F(y) 6= 0. Òî÷êó Y1, òàêó,
ùî F(Y1) = 0, íàçèâàþòü îñîáëèâîþ òî÷êîþ(àáîñòàöiîíàðíîþ; àáîòî÷êîþ
ñïîêîþ; àáîòî÷êîþ ðiâíîâàãè) äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (1.1).
Ïðèêëàä 1.2 . Ñèñòåìà ðiâíÿíü
dx
dt
= x;
dy
dt
= y
çàäà¹ âåêòîðíå ïîëå ïðè x2+y2 6= 0, ùî ¹ äîòè÷íèì äî òðà¹êòîði¨ x = x(0) exp(t),
y = y(0) exp(t); t ( 1;1) ó êîæíié ¨¨ òî÷öi çà âèíÿòêîì ïî÷àòêó êîîðäèíàò
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(0,0), ùî ¹ òî÷êîþ ñïîêîþ ñèñòåìè. Òðà¹êòîði¨  öå ïðîìåíi ïðÿìèõ ëiíié, ùî
âèõîäÿòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò (0,0), àëå íå ìiñòÿòü öi¹¨ òî÷êè. Òî÷êà (0,0) ¹
îêðåìîþ òðà¹êòîði¹þ. Æîäíi òðà¹êòîði¨ íå ïåðåòèíàþòüñÿ.
Òåîðåìà 1.5.
Ðîçâ'ÿçîê y(t) àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè (1.1) ìîæå áóòè îäíîãî ç òðüîõ òèïiâ:
Íåïåðiîäè÷íèé: y(t1) 6= y(t2) ïðè áóäü-ÿêèõ t1 6= t2 (íåçàìêíåíà òðà¹êòîðiÿ).
Ïåðiîäè÷íèé: 9T > 0 : y(t + T )  y(t), àëå iñíó¹ õî÷à á îäíà ïàðà çíà÷åíü
t1; t2; t1 < t2 : y(t1) 6= y(t2) (òàêó òðà¹êòîðiþ íàçèâàþòü öèêëîì);
Ïîñòiéíèé: y(t)  y0 (òî÷êà ñïîêîþ). Ó òî÷öi ñïîêîþ F(y0; ) = 0. Î÷åâèäíî,
y0 çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà .
Äîâåäåííÿ
Íåõàé ðîçâ'ÿçîê íå ¹ ïîñòiéíèì i íå ¹ íåïåðiîäè÷íèì: 9t1 6= t2 : y(t1) = y(t2) =
z. Çàâäÿêè àâòîíîìíîñòi y(t + t1) i y(t + t2)  öå òàêîæ ðîçâ'ÿçêè, ïðè÷îìó ÿêi
ìàþòü îäíàêîâi ïî÷àòêîâi óìîâè ïðè t = 0, òîáòî y(t + t1)  y(t + t2). Çâiäñè
y(t+ t2   t1)  y(t), òîáòî öå ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ ç ïåðiîäîì, ñóìiðíèì ç t2   t1.
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó öèêë  öå äåÿêà òðà¹êòîðiÿ, çà ÿêîþ ðóõ ïîâòîðþ¹òüñÿ ç
ïåðiîäîì T = 2! , äå !-÷àñòîòà. Ïåðiîäè÷íèé ðóõ îïèñó¹òüñÿ ðÿäîì Ôóð'¹: x(!t) =P
n
cne
in!t, äå n 2 Z.
Äóæå ÷àñòî îñíîâíó óâàãó ïðèäiëÿþòü ÿêiñíèì âëàñòèâîñòÿì ôàçîâèõ êðèâèõ,
ùî ¹ ñïiëüíèìè äëÿ øèðîêîãî êëàñó åêâiâàëåíòíèõ ñèñòåì. Öå ñòîñó¹òüñÿ
ãðàíè÷íèõ âëàñòèâîñòåé òðà¹êòîðié, êiëüêîñòi òà ðîçòàøóâàííÿ îñîáëèâèõ òî÷îê
òà çàìêíåíèõ òðà¹êòîðié.
Òîïîëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.
Íàãàäà¹ìî, ùî äèôåîìîðôiçìîì íàçèâàþòü âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå
òà íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíå â îáèäâà áîêè âiäîáðàæåííÿ îäíîãî
äèôåðåíöiéîâíîãî ìíîãîâèäó íà iíøèé (òîáòî äèôåðåíöiéîâíèì ¹ ÿê ïðÿìå, òàê
i îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ). Âåêòîðíi ïîëÿ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ïðàâèìè ÷àñòèíàìè
äèíàìi÷íiõ ñèñòåì ââàæàþòü òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè (äèôåîìîðôíèìè),
ÿêùî iñíó¹ äèôåîìîðôiçì ôàçîâîãî ïðîñòîðó îäíi¹¨ ñèñòåìè íà ôàçîâèé ïðîñòið
iíøî¨ ñèñòåìè, ÿêèé ïåðåâîäèòü îði¹íòîâàíi ôàçîâi êðèâi, ùî óòâîðþþòüñÿ ïiä
äi¹þ îäíîãî ïîòîêó, äî ôàçîâèõ êðèâèõ iíøîãî çi çáåðåæåííÿì îði¹íòàöi¨.
1.3. Ñòiéêiñòü
Ó ôiçèöi, òåõíiöi òà iíøèõ íàóêàõ ïîñòàíîâêà çàäà÷ ç ðiâíÿííÿìè (1.1) òà
ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (1.2) ìîäåëþ¹ ïåâíó iäåàëiçîâàíó ñèòóàöiþ. Ïî÷àòêîâi
óìîâè, ÿê i ïðàâi ÷àñòèíè (1.1), íiêîëè íå ¹ âiäîìèìè ç àáñîëþòíîþ òî÷íiñòþ.
Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è ñèëüíî âiäõèëÿ¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê, ÿêùî òðîõè çìiíèòè
ïî÷àòêîâi óìîâè, ïàðàìåòðè ó ïðàâié ÷àñòèíi (1.1) àáî íàâiòü âèãëÿä ïðàâî¨
÷àñòèíè (1.1). ×àñòêîâî âiäïîâiäü íà öi ïèòàííÿ äàþòü çàçíà÷åíi âèùå òåîðåìè
ïðî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðiâ òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ðîçãëÿíåìî öå
áiëüø äîêëàäíî.
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Íåõàé Y(t; z)  ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.1) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ Y(0; z) = z; 8z
ç äîïóñòèìî¨ îáëàñòi. Äëÿ îöiíêè âiäõèëåííÿ òî÷îê â N -âèìiðíîìó ïðîñòîði
âèáåðåìî åâêëiäîâó íîðìó
jyj =
(
NX
i=1
y2i
)1=2
: (1.4)
Õàðàêòåðèñòèêîþ âiäõèëåííÿ ôóíêöié íà [t1; t2] ìîæå ñëóãóâàòè áàíàõîâà
íîðìà
jj'   jjt2t1 = sup f j'(s)   (s)j ; s 2 [t1; t2]g :
Ç íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêó âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ âèïëèâà¹, ùî äëÿ
ôiêñîâàíîãî t âåëè÷èíà Y(t; z) ìàëî âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä Y(t; z0), ÿêùî âèáðàòè
z äîñèòü áëèçüêèì äî z0. Öå ñïðàâåäëèâî äëÿ äîâiëüíîãî íàïåðåä çàäàíîãî
ñêií÷åííîãî iíòåðâàëó ç îáëàñòi iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó: äëÿ íàïåðåä çàäàíîãî " > 0
ïðè äîñèòü ìàëîìó jz  z0j òà ñêií÷åííèõ t1; t2 ìà¹ìî
jjY(t; z) Y(t; z0)jjt2t1 < " : (1.5)
Àíàëîãi÷íî âèðiøó¹òüñÿ ïèòàííÿ ùîäî âiäõèëåííÿ ðîçâ'ÿçêó íà ñêií÷åííîìó
iíòåðâàëi ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ â ïðàâié ÷àñòèíi (1.1). Â äîñèòü çàãàëüíîìó
âèïàäêó îöiíêó òàêîãî âiäõèëåííÿ íà ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi ïðè çìiíi ïðàâî¨
÷àñòèíè (1.1) ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Ãðîíóîëëà (äèâ. äàëi).
Àëå ðîçãëÿä çíà÷íî óñêëàäíþ¹òüñÿ, ÿêùî òðåáà îöiíèòè çìiíi íà íåñêií÷åííîìó
iíòåðâàëi t. Ç òàêèìè îöiíêàìè ïîâ'ÿçàíi ðiçíîìàíiòíi ïîíÿòòÿ ñòiéêîñòi.
Íåõàé ðîçâ'ÿçîê (1.1) âèçíà÷åíèé íà [0,1) äëÿ óñiõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ z ç îêîëó
òî÷êè z0.
Ðîçâ'ÿçîê Y(t; z0) çàäà÷i (1.1) íàçèâàþòü ñòiéêèì (ñòiéêèì âiäíîñíî
çáóðåííÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ, àáî ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì), ÿêùî äëÿ 8" > 0 iñíó¹
òàêå  > 0, ùî ïðè jz  z0j <  ìà¹ìî
jjY(t; z) Y(t; z0)jj10 < " (1.6)
Ïiäêðåñëèìî, ùî òóò éäåòüñÿ óñi ìîæëèâi ðîçâ'ÿçêè ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè,
ùî çàäîâîëüíÿþòü (1.6). Àíàëîãi÷íà âëàñòèâiñòü äëÿ ñêií÷åííîãî iíòåðâàëó, ùî ¹
íàñëiäêîì íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ¹ òèïîâîþ äëÿ ñêií÷åííî-
âèìiðíèõ ñèñòåì. Ñòiéêiñòü íà íåñêií÷åííîìó iíòåðâàëi âèìàãà¹, ÿê ïðàâèëî,
ñïåöiàëüíèõ äîñëiäæåíü i ìà¹ ìiñöå äàëåêî íå çàâæäè.
Ïðèêëàä 1.3. Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ dxdt = x ç óìîâîþ x(0) = z; x; z 2 R;
¹ x(t) = z exp(t). Î÷åâèäíî, íà ñêií÷åííîìó âiäðiçêó t 2 [0; T ]; T < 1, öþ
ôóíêöiþ ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî áëèçüêîþ äî òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó x(t)  0
âèáèðàþ÷è ïî÷àòêîâó óìîâó z äîñèòü ìàëîþ. Àëå íà íåñêií÷åííîìó iíòåðâàëi
íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê íå ¹ ñòiéêèì: äëÿ áóäü-ÿêîãî, â òîìó ÷èñëi i ìàëîãî, jzj 6= 0
çàâæäè iñíó¹ îáëàñòü àðãóìåíòó t, äå jzj exp(t) > 1.
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Àíàëîãi÷íî ñòiéêîñòi âiäíîñíî çáóðåííÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ñòiéêiñòü ïðè çáóðåííi ïàðàìåòðà  â ïðàâié ÷àñòèíi (1.1) àáî ïðè áiëüø çàãàëüíèõ
çìiíàõ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (1.1) òîùî.
Ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê Y(t; z0) çàäà÷i (1.1) íàçèâàþòü àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì íà
[t0;1), ÿêùî 8" > 0 iñíó¹ òàêå  > 0, ùî ïðè jz  z0j <  ìà¹ ìiñöå (1.6) i
jY(t; z) Y(t; z0)j ! 0; t!1:
Ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê Y(t; z0) çàäà÷i (1.1) íàçèâàþòü åêñïîíåíöiéíî ñòiéêèì íà
[t0;1), ÿêùî iñíóþòü òàêå  > 0 i òàêi A > 0;  > 0 (ÿêi íå çàëåæàòü âiä z0!),
ÿêùî ïðè jz  z0j < :
jY(t; z) Y(t; z0)j < Ajz  z0je (t t0); t  t0:
Åêñïîíåíöiéíî ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.
Âïðàâà 1.1 : Çâåäiòü ðiâíÿííÿ x + x = 0 äî ñèñòåìè äâîõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó òà ïîêàæiòü, ùî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñòiéêèì, àëå íå ¹ àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèì.
Âïðàâà 1.2. Ïîêàæiòü, ùî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ _x + x = 0 ¹
àñèìïòîòè÷íî òà åêñïîíåíöiéíî ñòiéêèì.
1.4. Îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ
Äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü ÷àñòî íåîáõiäíî îòðèìàòè îöiíêó çìií ðîçâ'ÿçêó
ïðè çìiíi ïî÷àòêîâèõ óìîâ ÷è iíøèõ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i; ÿê ïðàâèëî, öå ïîòðiáíî
ùå äî òîãî, ÿê ðîçâ'ÿçîê çíàéäåíî â ÿâíîìó âèãëÿäi. Çàñîáîì äëÿ öüîãî ¹ ðiçíi
àïðiîðíi îöiíêè, çîêðåìà, ùî áàçóþòüñÿ íà iíòåãðàëüíèõ íåðiâíîñòÿõ òèïà ëåìè
Ãðîíóîëëà.
Ëåìà 1.1. (Ãðîíóîëëà). Íåõàé ôóíêöiÿ y(t) > 0 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
y(t)  C +
tw
0
g(s)y(s)ds; C > 0; g(s) > 0: (1.7)
Òîäi
y(t)  C exp
(
tw
0
g(s)ds
)
(1.8)
Äîâåäåííÿ.
Íåðiâíiñòü (1.4) ìîæíà ïîìíîæèòè íà g(t) i ïåðåïèñàòè òàê:
g(t)y(t)
C +
tr
0
g(s)y(s)ds
 g(t)
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Ëiâà ÷àñòèíà ¹ ïîõiäíîþ âiä ln

C +
tr
0
g(s)y(s)ds

. Iíòåãðóþ÷è öþ íåðiâíiñòü
âiä 0 äî t, ìà¹ìî
ln
"
C +
tw
0
g(s)y(s)ds
#
  ln C 
tw
0
g(s)ds;
çâiäêè
y(t)  C +
tw
0
g(s)y(s)ds  C exp
tw
0
g(s)ds;
òîáòî äiñòà¹ìî (1.8).
Çàçíà÷èìî, ùî îöiíêà (1.8) ¹ òî÷íîþ ó òîìó ðîçóìiííi, ùî ìîæíà çíàéòè
ïðèêëàä, äå íåðiâíiñòü (1.8) ïåðåõîäèòü ó ðiâíiñòü. ¨ ìîæíà ïiäñèëèòè ëèøå ÿêùî
äîäàòêîâî âiäîìi âëàñòèâîñòi êîíêðåòíî¨ ñèñòåìè.
Íàâåäåìî ïðèêëàä âèêîðèñòàííÿ ëåìè Ãðîíóîëëà äëÿ îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ.
Ëåìà 1.2. Íåõàé
i) â îáëàñòi D 2 RN äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (1.1) ìà¹ ìiñöå îöiíêà
jF(y)  F(y0)j  Cjy   y0j; y;y0 2 D (1.9)
ii) ðîçâ'ÿçêè (1.1) Y(t; z) ç óìîâîþ Y(0) = z 2 D1  D íå âèõîäÿòü ç îáëàñòi D.
Òîäi ïðè z; z0 2 D1
jY(t; z0) Y(t; z)j  jz0   zj exp(Ct); t  0: (1.10)
Äîâåäåííÿ. 3 ðiâíÿííÿ (1.1)
Y(t; z) = z+
tw
0
F(Y(s; z))ds (1.11)
çâiäñè
u(t)  u0 +
tw
0
jF(Y(s; z0))  F(Y(s; z))j ds  u0 +
tw
0
Cu(s)ds;
äå u(t) = jY(s; z0) Y(s; z)j ; u0 = jz0   zj :
Çâiäñè, çà ëåìîþ Ãðîíóîëëà 1.1, ìà¹ìî (1.10).
Ïîðiâíÿ¹ìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.1) ç ðîçâ'ÿçêîì çáóðåíî¨ ñèñòåìè. Òàêà
çàäà÷à ÷àñòî âèíèêà¹, êîëè ìà¹ìî íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ~Y(t) âèõiäíî¨ çàäà÷i
(1.1), (1.2), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìi
d~Y
dt
= F(~Y) + "f(t); ~Y(0) = z; (1.12)
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(" ìàëèé ïàðàìåòð), äå ïðàâà ÷àñòèíà âiäðiçíÿ¹òüñÿ íà ìàëó âåëè÷èíó "f âiä
(1.1).
Íåõàé ìàþòü ìiñöå óìîâè (1.9), ïðè÷îìó ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1.1) òà ñèñòåìè
(1.12) íå âèõîäÿòü ç îáëàñòi D, à òàêîæ jf j  f1
Ìà¹ìî ç (1.12)
~Y(t) = z+
tw
0
h
F(~Y(s)) + "f(s)
i
ds :
Íåõàé Y(t) - ðîçâ'ÿçîê (1.1) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ Y(0) = z, äëÿ ÿêîãî
ñïðàâåäëèâî (1.10). Ïîçíà÷èìî u(t) =
~Y(t) Y(t). Ìà¹ìî
u(t) =
~Y(t) Y(t) 

tw
0
hF(~Y(s))  F(Y(s; z))+ " jf(s)ji ds  tw
0
[Cu(s) + " f1] ds;
äå âðàõîâàíî (1.10) òà (1.9). Çâiäñè
Ïîêëàäåìî V (t) = ju(t)j+ "f1=C; òîäi
V (t)  "f1=C +
tw
0
CV (s)ds:
Çâiäñè, çà ëåìîþ Ãðîíóîëëà,
V (t)  "f1
C
exp (Ct) ; ! ju(t)j  "f1
C
[exp(Ct)  1] : (1.13)
ßê áà÷èìî, öÿ îöiíêà ¹ åôåêòèâíîþ ëèøå ïðè t 2 0; C 1, äîêè åêñïîíåíòà íå
íàáèðà¹ ñèëè. Äëÿ ôiêñîâàíîãî t, î÷åâèäíî, ðiçíèöÿ ìåæ çáóðåíèì òà âèõiäíèì
ðîçâ'ÿçêîì ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè " !0. Àëå çîâíi âiäðiçêó 0; C 1 ïîõèáêà ìîæå
åêñïîíåíöiéíî çðîñòàòè. Òîìó äëÿ îòðèìàííÿ ÿêîìîãà áiëüø åôåêòèâíèõ îöiíîê
òðåáà çâîäèòè ñèñòåìó (1.1) äî âèãëÿäó, êîëè ïðàâà ÷àñòèíà òà ¨¨ êîíñòàíòà
Ëiïøèöÿ Ñ ç (1.9) ¹ ìàëîþ.
Ïðèêëàä 1.4. (íåëiíiéíèé îñöèëÿòîð). Ñèñòåìà
x+ x = Axn;
äå öiëå ÷èñëî n > 1, çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó
_x = y; _y =  x+ f:
Çàìiíèìî çìiííi: x = "r cos; y = "r sin;
"r =
p
x2 + y2;  = arctg(y=x):
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Ìà¹ìî â íîâèõ çìiííèõ
dr
dt
= A"n 1rn sin(cos)n;
d
dt
=  1 +A"n 1rn 1(cos)n+1:
Äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ ñèñòåìè â îáëàñòi r  R <1 ñïðàâåäëèâà îöiíêà âèäó
(1.9), ïðè÷îìó òóò, î÷åâèäíî, C  "n 1. Òîìó iíòåðâàë [0; T ], T = C 1  1="n 1,
äå îöiíêà (1.10) ¹ åôåêòèâíîþ, áóäå âåëèêèì çà ìàëèõ ".
1.5. Ëàãðàíæåâi òà ãàìiëüòîíîâi ñèñòåìè
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êëàñè÷íà ìåõàíi÷íà ñèñòåìà ìà¹ Nf ñòåïåíåé âiëüíîñòi,
ÿêùî âîíà îïèñó¹òüñÿ Nf ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó (ðiâíÿííÿìè ðóõó
Íüþòîíà). Íàïðèêëàä, ñòàí çàìêíåíî¨ ñèñòåìè n ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê â ìåõàíiöi
ìà¹ Nf = 3n ñòåïåíåé âiëüíîñòi. Ðiâíÿííÿ ðóõó ìîæíà çâåñòè äîN = 2Nf ðiâíÿíü
ïåðøîãî ïîðÿäêó. Îäèí ç âàðiàíòiâ òàêîãî çâåäåííÿ ïðèâîäèòü äî ãàìiëüòîíîâî¨
ôîðìè ðiâíÿíü ðóõó.
Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ðiâíÿííÿ ðóõó ìîæíà çàäàâàòè çà äîïîìîãîþ
âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó íàéìåíøî¨ äi¨
 S = 0; (1.14)
äå S =
t2r
t1
L(q; _q) dt  äiÿ, q = (q1; q2; :::; qNf )  âåêòîð óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò,
ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ L(q; _q) íàçèâàþòü ëàãðàíæiàíîì. Óçàãàëüíåíi
êîîðäèíàòè ââîäÿòü òàê, ùîá çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ çâ'ÿçêiâ (ÿêùî âîíè
¹), ÿêi îáìåæóþòü ðóõ ñèñòåìè ïåâíèìè óìîâàìè. Ëàãðàíæiàí ìåõàíi÷íî¨
ñèñòåìè, â ÿêié äiþòü ïîòåíöiàëüíi ñèëè (çîâíiøíi ÷è ñèëè âçà¹ìîäi¨ ìiæ
÷àñòèíêàìè ñèñòåìè) ìà¹ âèãëÿä L = T   U; äåT -êiíåòè÷íà åíåðãiÿ,
U -ïîòåíöiàëüíà.
Âàðiàöiéíèé ïðèíöèï (1.14) çà óìîâè ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü q(t1);q(t2) íà êiíöÿõ
âiäðiçêà [t1; t2] ïðèâîäèòü äî ðiâíÿíü Ëàãðàíæà
d
dt
@L
@ _qi
=
@L
@qi
; i = 1; :::; Nf : (1.15)
Çà âèçíà÷åííÿì, ðiâíÿííÿ (1.1) ¹ ëàãðàíæåâèìè, ÿêùî ¨õ ìîæíà çàïèñàòè ó
ôîðìi (1.15).
Ââåäåìî óçàãàëüíåíi iìïóëüñè
pi =
@L
@ _qi
; i = 1; :::; Nf : (1.16)
Öi ðiâíÿííÿ çàäàþòü ïåðåõiä âiä çìiííèõ (q; _q) äî (q;p). Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ,
ÿêå ïîçíà÷èìî
_qi = Qi(q;p) ; (1.17)
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çàäà¹ ïåðåõiä (q;p)! (q; _q).
Ââåäåìî ôóíêöiþ Ãàìiëüòîíà àáî ãàìiëüòîíiàí
H(q;p) =
NfX
i=1
_qipi   L(q; _q) 
NX
i=1
piQi(q;p)  L(q; Q(q;p)) ; (1.18)
Çàóâàæèìî, ùî ÿê ëàãðàíæiàí, òà i ãàìiëüòîíiàí ìîæóò â çàãàëüíîìó âèïàäêó
çàëåæàòè âiä ÷àñó. Ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ ðóõó çáåðiãàþòü âèä (1.15), (1.18).
Îá÷èñëèìî ïîõiäíi
@H
@qi
=
NX
i=1
pk
@Qk
@qi
  @L
@qi
 
NX
i=1
@L
@Qk
@Qk
@qi
:
Íî @L@Qk  @L@ _qk = pk, òîìó
@H(q;p)
@qi
=  @L(q; _q)
@qi
:
Àíàëîãi÷íî
@H
@pi
= Qi(q;p) +
NX
k=1
pk
@Qk
@pi
 
NX
k=1
@L
@Qk
@Qk
@pi
= Qi(q;p):
Òîìó ðiâíÿííÿ (1.15),(1.17) ïåðåïèñóþòüñÿ ó ãàìiëüòîíîâié ôîðìi
dpi
dt
=  @H
@qi
;
dqi
dt
=
@H
@pi
; i = 1; :::; Nf : (1.19)
Òåïåð ñòàí ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ìîæíà çàäàòè òî÷êîþ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði
y = (p;q) ç Nf -âèìiðíèìè âåêòîðàìè q = (q1; q2; :::; qNf ) òà p = (p1; p2; :::; pNf ).
Çàäàâàííÿ êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ ñèñòåìè â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹ ¨¨ ïîäàëüøó åâîëþöiþ (ôàçîâó êðèâó). ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî, ôàçîâi
êðèâi íå ïåðåòèíàþòüñÿ.
Îá÷èñëèìî ïîõiäíó çà ÷àñîì âiä H(q;p; t) óçäîâæ òðà¹êòîðié ñèñòåìè (1.19):
d
dt
H (q(t); p(t); t) =
NfX
i=1

@H
@pi
dpi
dt
+
@H
@qi
dqi
dt

+
@H
@t
=
=
NfX
i=1

 @H
@pi
@H
@qi
+
@H
@qi
@H
@pi

+
@H
@t
=
@H
@t
;
òîáòî
dH
dt
=
@H
@t
: (1.20)
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Îòæå, ÿêùî ôóíêöiÿ Í ÿâíî âiä ÷àñó íå çàëåæèòü, òî âîíà  iíòåãðàë ðóõó.
dH
dt
= 0 : (1.21)
Î÷åâèäíî, òå æ ñàìå ñïðàâåäëèâî i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f = f(H).
1.6. Ñòàòèñòè÷íèé îïèñ ñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñèñòåìè.
Ïðè ñòàòèñòè÷íîìó îïèñi íàñ öiêàâëÿòü íå ñòiëüêè îêðåìi ñòàíè ÷è òðà¹êòîði¨
ñèñòåìè (1.1), à ¨õ ðîçïîäië ó ôàçîâîìó ïðîñòîði. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè t = 0
çàäàíà ãóñòèíà ðîçïîäiëó iìîâiðíîñòi '(y; 0) êîîðäèíàò y, ùî õàðàêòåðèçóþòü
ñòàí ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè, îïèñóâàíî¨ ðiâíÿííÿìè (1.1). Çíàéäåìî ðiâíÿííÿ, ùî
îïèñóþòü ðîçïîäiëè iìîâiðíîñòi '(y; t) â óñi ìîìåíòè ÷àñó.
Íåõàé ôóíêöiÿ Y(t; z)  [Y1(t; z); :::; YN (t; z)] çìiííèõ t; z çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìi
(1.1)
@Y(t; z)
@t
= F(Y(t; z)) (1.22)
ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
Y(0; z)  z : (1.23)
Çâiäñè
@
@t
fY(t; zg

t=0
= F(z) : (1.24)
Ôóíêöi¨ Y(t; z) çàäàþòü ôàçîâèé ïîòiê, ùî çäiéñíþ¹ âiäîáðàæåííÿ äîâiëüíî¨
îáëàñòi 
0 ôàçîâîãî ïðîñòîðó â îáëàñòü 
t = Y(t;
0) äëÿ êîæíîãî ìîìåíòó t.
Çâ'ÿçîê ðîçïîäiëiâ iìîâiðíîñòi â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó t é t+ îäåðæó¹ìî çà âiäîìîþ
ôîðìóëîþ
'(y; t+ ) =
w
'(z; t)
NY
i=1
f [yi   Yi(; z)] dzig ;
äå iíòåãðóâàííÿ éäå ïî óñiì z ç ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Iíòåãðóþ÷è öå ñïiââiäíîøåííÿ
ïî y 2 
 , îäåðæèìî
w

t+
'(y; t+ )
NY
i=1
dyi =
w

t
'(z; t)
NY
i=1
dzi (1.25)
Òóò âðàõîâàíî, ùî â ïðàâié ÷àñòèíi íåíóëüîâèé âíåñîê äàþòü òiëüêè òi
çíà÷åííÿ z, ùî íàëåæàòü îáëàñòi 
t+ $ 
t.
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Ïîêëàäåìî t = 0 é ó ëiâié ÷àñòèíi (1.3) çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ y ! z çà
ôîðìóëîþ y = Y(; z). Òîäi
w


'(y; )
NY
i=1
dyi =
w

0
' (Y(; z0); )D()
NY
i=1
dz0i ; (1.26)
äå D()
df
=
@Yi(;z)@zj  - ÿêîáiàí ïåðåõîäó y! z.
Çà ìàëèõ 
D(t) =
 @@z0j fz0i + Fi(z0)g
 =
ij +  @Fi@z0j
 =
=
NY
i=1

1 + 
@Fi(z
0)
@z0i

= 1 + 
MX
i=1
@Fi(z
0)
@z0i
; (1.27)
à òàêîæ, ó ñèëó (1.22),(1.24), Y(; z0) = z0 + F(Y(0; z0)),
äå ìè âiäêèäà¹ìî ÷ëåíè äðóãîãî i áiëüø âèñîêèõ ïîðÿäêiâ ïî  .
Ó ñèëó àâòîíîìíîñòi ñèñòåìè (1.1) ôóíêöiÿY(t+; z) ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè
i ÿê ôóíêöiÿ t i ÿê ôóíêöiÿ  . Òîìó Y(t+ ; z) çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ Y(; z0), äå
Y(0; z0)  z0 = Y(t; z). Ç òî÷íiñòþ äî ëiíiéíèõ ïî  ÷ëåíiâ, ìà¹ìî
w

t
'(z; t)dMz =
w

0
'(z0 + F; t0 + ) 
 
1 +
MX
i=1
@Fi
@zi

!
dMz0 =
=
w

0
' (z0; t0) dMz0 + 
w

0
(
@'
@t
+
MX
i=1

@'
@z0i
Fi + '
@Fi
@zi
)
dMz0 =
=
w

0
' [z0; t0] dMz0 + 
w

0
(
@'
@t
+
MX
i=1
@
@z0i
('Fi)
)
dMz0 ; äå t = t0:
Ïiäñòàâëÿþ÷è öå â (1.3), ïiñëÿ ïðîñòèõ ñêîðî÷åíü ìà¹ìî
w

0
(
@'
@t
+
MX
i=1
@
@z0i
('Fi)
)
dMz0 = 0 ;
÷è, ÷åðåç äîâiëüíiñòü îáëàñòi 
0, i âèáîðó t0,
(8z; t) : @'
@t
+
MX
i=1
@
@zi
('Fi) = 0 ; (1.28)
äå ' = '(z; t), Fi = Fi(z). Ðiâíÿííÿ (1.28) íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì Ëióâiëëÿ, àáî
ðiâíÿííÿì íåïåðåðâíîñòi.
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Öþ çàäà÷ó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òðîõè iíàêøå, ðîçãëÿäàþ÷è ðóõ ôiêòèâíèõ
÷àñòîê óÿâëþâàíîãî ôàçîâîãî ãàçó. ×èñëî ÷àñòîê ãàçó, ÿê i ÷èñëî òðà¹êòîðié
ñèñòåìè (1.1) ó ôàçîâîìó ïðîñòîði ¹ ñòàëèì, öi ÷àñòêè, ÿê i òðà¹êòîði¨, íå
çíèêàþòü i íå âèíèêàþòü. Çàêîí çáåðåæåííÿ ÷èñëà ÷àñòèíîê ó äèôåðåíöiàëüíié
ôîðìi, òîáòî ó ôîðìi ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi, ìà¹ âèãëÿä (1.28).
1.7. Òåîðåìà Ëióâiëëÿ ïðî çáåðåæåííÿ ôàçîâîãî îá'¹ìó.
Òåîðåìà 1.6 (Ëióâiëëÿ)
ßêùî äëÿ ñèñòåìè (1.1) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
MX
i=1
@Fi(y)
@yi
= 0 ; (1.29)
òî ôàçîâèé îá'¹ì îáëàñòi 
t íå ìiíÿ¹òüñÿ ïðè ðóñi óçäîâæ òðà¹êòîðié öi¹¨ ñèñòåìè.
Äîâåäåííÿ.
Íåõàé âèõiäíà îáëàñòü 
1 ïî÷àòêîâèõ óìîâ ïðè t = t1 ìà¹ îá'¹ì V =
r

1
dMz0.
Ïðè t = t1 + 
Vt =
w

t
dMz =
w

1
 @zi@z0j
 dMz0 ;
äå çâ'ÿçîê ìiæ z i z0 äà¹òüñÿ ôîðìóëàìè z = Y [z0; t1 + ; t1]. Ó ñèëó (1.27) çà
ìàëèõ 
D(t1 + ) = 1 + 
MX
i=1
@Fi(z)
@zi
+ o(); D(t1) = 1 :
Çâiäñè, ðîçãëÿäàþ÷è ãðàíèöþ ïðè  ! 0
òîáòî çà t! t1 ìà¹ìî dD(t)dt

t=t1
=
MP
i=1
@F (z)i
@zi
=0.
×åðåç äîâiëüíiñòü âèáîðó ïî÷àòêîâîãî ìîìåíòó t1 ìà¹ìî D(t)  const, ùî i
òðåáà áóëî äîâåñòè.
Âiäçíà÷èìî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâè (1.29) ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi (1.28)
ìîæíà çàïèñàòè ó âèäi
@'
@t
+
MX
i=1
@'
@zi
Fi = 0 (1.30)
Ðîçãëÿíåìî ãàìiëüòîíîâó ñèñòåìó äëÿ Nf óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò qi òà
iìïóëüñiâ pi. Çiñòàâèìî (1.19) ç ðiâíÿííÿìè (1.1), ïîêëàäàþ÷è
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zi = pi; zi+Nf = qi; Fi =  
@H
@qi
; Fi+Nf =
@H
@pi
; N = 2Nf :
Íåõàé ôóíêöiÿ '(q;p; t) îïèñó¹ ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé ó ôàçîâîìó ïðîñòîði
fq;pg. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâè (1.29) ó òåîðåìi Ëióâiëëÿ. Î÷åâèäíî
NX
i=1
@Fi
@zi
=
NfX
i=1
@
@pi

 @H
@qi

+
NfX
i=1
@
@qi

@H
@pi

= 0 ;
äå ïðèïóñêà¹ìî íåîáõiäíó ãëàäêiñòü ôóíêöi¨ Í, ùî çàáåçïå÷ó¹ ìîæëèâiñòü çìiíè
ïîðÿäêó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïî qi i pi.
Îòæå çà òåîðåìîþ Ëióâiëëÿ óçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü Ãàìiëüòîíà ôàçîâèé
îá'¹ì çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííèì. Ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi (1.28) ïðèéìà¹ âèä
@'
@t
+
NfX
i=1

@'
@qi
@H
@pi
  @'
@pi
@H
@qi

= 0 : (1.31)
Ïðèêëàä 1.4. Ñèñòåìà îäíàêîâèõ íåðåëÿòèâiñòñüêèõ ÷àñòîê ó
çîâíiøíüîìó ïîëi.
L =
X
i
m
2
_r2i   U(r1; :::; rn); r = fx; y; zg :
Óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè â äàíîìó âèïàäêó ri; i = 1; :::; n, à óçàãàëüíåíi
iìïóëüñè çáiãàþòüñÿ çi çâè÷àéíèìè iìïóëüñàìè
pi =
@L
@qi
= m_ri ; H =
NX
i=1
p2i
2m
+ U :
Êîæíà ÷àñòêà ìà¹ òðè êîîðäèíàòè: ri = (xi; yi; zi), pi = (px;i; py;i; pz;i):
Ðîçìiðíiñòü ôàçîâîãî ïðîñòîðó N = 6n. Ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà:
dpi
dt
=  @U
@ri
;
dri
dt
=
pi
m
; i = 1; :::; n:
Ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi:
@U
@t
+
nX
i=1

pi
m
@'
@ri
  @U
@ri
@'
@pi

= 0; (1.32)
äå, íàïðèêëàä, @'@ri 
h
@'
@xi
; @'@yi ;
@'
@zi
i
, òîìó ôàêòè÷íî â ñóìi ¹ 3n äîäàíêiâ.
Ôóíêöiÿ ' îïèñó¹ ñïiëüíèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé êîîðäèíàò n ÷àñòîê. Îäíàê
÷àñòiøå íàì áiëüø öiêàâî çíàòè îäíî÷àñòêîâi ÷è ñïiëüíi ðîçïîäiëè ç íåâåëèêèì
÷èñëîì çìiííèõ, íàïðèêëàä
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'(1)(r1;p1) =
w
'(r1; :::; rn;p1; :::;pn)dr2:::drndp2:::dpn :
'(2)(r1; r2;p1;p2) =
w
'(r1; :::; rn;p1; :::;pn)dr3:::drn  dp3:::dpn ;
Òóò ââàæà¹ìî âñi ÷àñòêè îäíàêîâèìè, à ôóíêöiþ '  ñèìåòðè÷íó âiäíîñíî
ïåðåñòàíîâîê (îêðåìî) ïî r1; :::; rn òà p1; :::;pn. Òîìó â iíòåãðàëàõ ìîæíà
âèáèðàòè â ÿêîñòi çìiííèõ iíòåãðóâàííÿ äîâiëüíi n  1 ÷è n  2 ÷àñòîê.
Îäåðæèìî ðiâíÿííÿ äëÿ îäíî÷àñòêîâî¨ ôóíêöi¨ '(1) ó âèïàäêó, êîëè ÷àñòêè
ðóõàþòüñÿ íåçàëåæíî â çîâíiøíüîìó ïîëi
U =
nX
i=1
U(ri)
Ïðîiíòåãðó¹ìî (1.31) ïî r2; :::; rn;p2; :::;pn. Áóäåìî ââàæàòè, ùî íà
íåñêií÷åííîñòi ôàçîâîãî ïðîñòîðó ãóñòèíà iìîâiðíîñòi ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Öÿ âèìîãà
ïðèâîäèòü äî òîãî, ùî ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè âñi äîäàíêè â ñóìi ç
i = 2; :::; n ïðîïàäóòü:
w nY
i=2
d3pid
3ri
nX
i=2

pi
m
@'
@ri
  @U
@ri
@'
@pi

=
w nY
i=2
d3pid
3ri
nX
i=2

@
@ri
pi
m
'

  @
@pi

@U
@ri
'

= 0 ;
äå áóëî âðàõîâàíî ðiâíÿííÿ ðóõó.
Ðåøòà ÷ëåíiâ ó (1.31) äàþòü
@'(1)
@t
+
p
m
@'(1)
@r
  @U(r)
@r
@'(1)
@p
= 0 ; (1.33)
äå '(1) = '(1)(r;p; t).
Îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ '(1) öiëêîì î÷åâèäíå  öå ïðîñòî ðiâíÿííÿ
íåïåðåðâíîñòi äëÿ îäíi¹¨ ÷àñòêè ç ðiâíÿííÿìè ðóõó
dp
dt
=  @U
@r
;
dr
dt
=
p
m
: (1.34)
Çîâñiì iíàêøå ñïðàâà âèãëÿäà¹ çà íàÿâíîñòi ìiæ÷àñòèíêîâî¨ âçà¹ìîäi¨, êîëè
â ðiâíÿííÿõ ðóõó êîæíî¨ ÷àñòèíêè ïðèñóòíi çìiííi iíøèõ ÷àñòèíîê. Ó öüîìó
âèïàäêó àíàëîãi÷íà ïðîöåäóðà iíòåãðóâàííÿ ïî dr2; dp2; :::; drn; dpn ïðèâîäèòü
äî ðiâíÿííÿ, ùî, êðiì '(1), ìiñòèòü äâî÷àñòêîâó ôóíêöiþ '(2). Â çàãàëüíîìó
âèïàäêó îòðèìó¹ìî íåñêií÷åííèé ëàíöþæîê ðiâíÿíü äëÿ ôóíêöié '(1); :'(2) àæ
äî '(n)  '.
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2ßêiñíà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì
Äëÿ áàãàòüîõ çàñòîñóâàíü òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íàéáiëüø öiêàâèì ¹ íå
ñòiëüêè êiëüêiñíèé îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ, à ¨õ ÿêiñíà ïîâåäiíêà, ÿêà ñòîñó¹òüñÿ
çäåáiëüøîãî òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ôàçîâîãî ïîòîêó. Òîáòî: ÷è ¹ ó
ñèñòåìè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, ÿêà àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà òðà¹êòîðié,
÷è òðà¹êòîði¨ ïðÿìóþòü íà íåñêií÷åííiñòü, ÷è ìàþòü ôiíiòíó ïîâåäiíêó
òîùî. Âàæëèâî ç'ÿñóâàòè, ÷è äîïóñêà¹ ñèñòåìà ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè. Äîñèòü
÷àñòî ìîæíà îòðèìàòè âiäïîâiäü íà öi çàïèòàííÿ, íå ìàþ÷è àíàëiòè÷íîãî
ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó i íå çàñòîñîâóþ÷è ÷èñåëüíi äîñëiäæåííÿ; áiëüøå
òîãî, ÿêiñíi äîñëiäæåííÿ ÷àñòî ïåðåäóþòü çàñòîñóâàííÿì ÷èñåëüíèõ ñõåì i
îáãðóíòîâóþòü ¨õ.
2.1. Äèíàìi÷íà ñèñòåìà ïîáëèçó ïîëîæåíü ðiâíîâàãè
2.1.1. Ñòiéêiñòü. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè (äèâ. ï.1.3) àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè (1.1),
ÿêå ¹ âîäíî÷àñ ðîçâ'ÿçêîì, ìîæå áóòè ñòiéêèì àáî íåñòiéêèì. Õàðàêòåð ñòiéêîñòi
ðiâíîâàæíîãî ïîëîæåííÿ ìà¹ âàæëèâå çíà÷åííÿ äëÿ îïèñó åâîëþöi¨ ñèñòåìè.
Ó âèïàäêó ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè ïðè ìàëèõ âiäõèëåííÿõ âiä íå¨ ñèñòåìà çàâæäè
çàëèøà¹òüñÿ ïîáëèçó öüîãî ñòàíó. Ó âèïàäêó íåñòiéêî¨ ðiâíîâàãè ñèñòåìà çíà÷íî
âiäõîäèòü âiä öüîãî ñòàíó, âîíà ìîæå ïðÿìóâàòè äî iíøîãî ñòàíó, óõîäèòè íà
íåñêií÷åííiñòü òîùî. Iñíó¹ íèçêà òåîðåì, ùî äîçâîëÿþòü äîñëiäæóâàòè ñòiéêiñòü
ñèñòåì ðiâíÿíü, ùî ¹ áiëüø çàãàëüíèìè, íiæ (1.1). Äëÿ íàøèõ ïîòðåá ìè
îáìåæó¹ìîñü ñïðîùåíèìè âåðñiÿìè öèõ òåîðåì (çîêðåìà, òåîðåì Ëÿïóíîâà), ùî
äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè õàðàêòåð ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè.
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó:
dy
dt
= F(y): (2.1)
Íåõàé ôóíêöi¨ F  [f1; :::; fN ] ¹ ãëàäêèìè ðàçîì iç ïåðøèìè ïîõiäíèìè,
ïðè÷îìó â òî÷öi x0 ìà¹ ìiñöå ñòàí ðiâíîâàãè (òî÷êà ñïîêîþ), òîáòî F(x0) = 0.
Äàëi äëÿ ïðîñòîòè ââàæà¹ìî x0 = 0.
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Ôóíêöiþ V (x) íàçèâàþòü äîäàòíî-âèçíà÷åíîþ, ÿêùî â îêîëi íóëÿ
V (x) > 0; x 6= 0; V (0) = 0:
Òåîðåìà 2.1 (Ïåðøà òåîðåìà Ëÿïóíîâà ïðî ñòiéêiñòü)
Íåõàé F(0) = 0 i iñíó¹ äîäàòíî-âèçíà÷åíà ãëàäêà ôóíêöiÿ1 V (x) òàêà, ùî ¨¨
ïîõiäíà âçäîâæ òðà¹êòîðié ñèñòåìè (2.1) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi
dV
dt

NX
i=1
@V
@xi
fi(x)  0: (2.2)
Òîäi íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.1) ¹ ñòiéêèì íà iíòåðâàëi t 2 [0;1).
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñôåðó S = fx : jxj = " > 0g, ÿêà ¹ êîìïàêòíîþ
ìíîæèíîþ â RN . Çàâäÿêè äîäàòíié âèçíà÷åíîñòi i òåîðåìi Âåéåðøòðàññà ïðî
íèæíþ ìåæó, 9  : 0 <   V (x) ïðè x 2 S.
Íåõàé y(t) çàäîâîëüíÿ¹ (2.1) i ïî÷èíà¹òüñÿ â îêîëi íóëÿ: 0 < jy(0)j < ,
ïðè÷îìó  òàêå ìàëå, ùî
V (y(0)) < : (2.3)
Ïîêàæåìî, ùî
jy(t)j < "; 8t > 0: (2.4)
Íåõàé, âiä ïðîòèâíîãî, jy(t1)j = "; t1 > 0, òîäi V (y(t1))  . Çàâäÿêè
(2.2) íà [0; t1] ìà¹ìî
dV (y)
dt  0 ! V (y(t1))  V (y(0)) < , ùî ñóïåðå÷èòü
ïðèïóùåííþ. Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê íå âèõîäèòü ç ìàëîãî îêîëó íóëÿ, äå âèêîíàíî
óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.1), öåé ðîçâ'ÿçîê ïðîäîâæó¹òüñÿ äî
íåñêií÷åííîñòi. Òåîðåìó äîâåäåíî.
Ïðèêëàä 2 :1. Ìåõàíi÷íà ñèñòåìà â ìiíiìóìi ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨.
Ðiâíÿííÿ ðóõó ÷àñòèíîê â êîíñåðâàòèâíîìó ïîòåíöiàëüíîìó ïîëi ïiñëÿ
òðèâiàëüíèõ çàìií ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó
x =  rW (x); x = [x1; :::; xN ]:
Åêâiâàëåíòíà ñèñòåìà ïåðøîãî ïîðÿäêó
_yi =  @W=@xi; _xi = yi:
Íåõàé W (0) = 0, ïðè÷îìó W (x)  äîäàòíî-âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ x.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Ãàìiëüòîíà (äèâ. (1.18))
H(x;y) =
1
2
NX
i=1
y2i +W (x):
1¨ íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ Ëÿïóíîâà.
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Ïîõiäíà âiä H âçäîâæ òðà¹êòîðié ñèñòåìè äîðiâíþ¹ íóëþ (äèâ. (1.21)) i ¨¨
ìîæíà âèáðàòè â ÿêîñòi ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà. Äëÿ V (x;y)  H(x;y) âèêîíàíî
óìîâè òåîðåìè 2.1. Òîìó ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = 0 ¹ ñòiéêèì.
Óìîâè öüîãî ðîçãëÿäó ïîøèðþþòüñÿ, íàïðèêëàä, íà ðóõ îäíîâèìiðíîãî
íåëiíiéíîãî îñöèëÿòîðà áåç òåðòÿ
x+ !20x =  @W=@x;
äå â îêîëi íóëÿ W (x)  x2n;  > 0; n = 1; 2; ::: .
Òåîðåìà 2.2 (òåîðåìà Ëÿïóíîâà ïðî åêñïîíåíöiéíó ñòiéêiñòü)
Íåõàé F(0) = 0, a â îêîëi íóëÿ iñíó¹ ãëàäêà ôóíêöiÿ 1jxj2  V (x)  0jxj2;
0 > 0, òàêà, ùî ¨¨ ïîõiäíà âçäîâæ òðà¹êòîðié ñèñòåìè (2.1) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi
dV
dt

NX
i=1
@V
@xi
fi(x)   V (x);  > 0: (2.5)
Òîäi íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.1) ¹ åêñïîíåíöiéíî ñòiéêèì íà iíòåðâàëi
t 2 [0;1).
Äîâåäåííÿ. Çà ïåðøîþ òåîðåìîþ Ëÿïóíîâà, äëÿ 8" > 0 9 > 0, òàêå, ùî áóäü-
ÿêié ðîçâ'ÿçîê y(t), ùî ïî÷èíà¹òüñÿ â äîñèòü ìàëîìó îêîëi íóëÿ fx : jxj < g,
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi jy(t)j < " íà óñüîìó iíòåðâàëi äî íåñêií÷åííîñòi. Ç (2.5)
1
V
dV (y)
dt
=
d lnV (y)
dt
  ;
äå âðàõîâàíî, ùî äëÿ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó V > 0. Çâiäñè
ln [V (y(t))=V (y(0))]   t àáî V (y(t))  V (y(0)) exp[ t]:
Òîäi, çà óìîâîþ,
jy(t)j  [V (y(t))=0]1=2  [V (y(0))=0]1=2 exp[ t=2] < [1=0]1=2 jy(0)j exp[ t=2];
äå A = sup
jxj
fV (x)g. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
Ïðèêëàä 2.2. Íåõàé ó ñèñòåìi
_xi =  xi + fi(x); i = 1; :::; N; x = [x1; :::; xN ];  > 0;
ìà¹ ìiñöå îöiíêà
NP
i=1
jfi(x)j  jxj2. Ïîêëàäåìî V (x) = jxj2 
NP
i=1
x2i . Ç ðiâíÿíü
ñèñòåìè ìà¹ìî
dV
dt
= 2
NX
i=1
xi _xi =  2
NX
i=1
(xi)
2
+ 2
NX
i=1
xifi:
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Çàâäÿêè îöiíöi íà f äðóãèé äîäàíîê  O(jxj3) i òîìó â ìàëîìó îêîëi íóëÿ NP
i=1
xifi
 < "jxj2, äå " > 0 ¹ äîñòàòíüî ìàëèì (" < ). Òîäi
dV
dt
  V;  = 2(  ") > 0:
Óìîâè òåîðåìè 2.2 âèêîíàíî (òóò 0 = 1 = 1), íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹
åêñïîíåíöiéíî (à çíà÷èòü i àñèìïòîòè÷íî) ñòiéêèì.
2.1.2. Äîñëiäæåííÿ îêîëó ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè çà ëiíiéíèì
íàáëèæåííÿì Ïîòóæíèì çàñîáîì äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ïîëîæåíü ðiâíîâàãè
¹ âèêîðèñòàííÿ ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ. Â îêîëi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x0 = 0
çàïèøåìî y(t) = (t),  = [1; :::; N ], F() = A +R, äå
A = jjAij jj; Aij = (@fi=@xj)x=0 ; Ri =
1
2
X
j;m
@2fi
@xj@xk

x=0
jk + :::
Áóäåìî íàçèâàòèA ìàòðèöåþ ëiíåàðèçàöi¨. Ëiíåàðèçîâàíà ñèñòåìà, âiäïîâiäíà
ñèñòåìi (2.1) ìà¹ âèãëÿä
d
dt
= A: (2.6)
Äëÿ ìàëèõ âiäõèëåíü âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìè î÷iêó¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåì (2.1) òà (2.6) áóäóòü áëèçüêèìè íà ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi ÷àñó. Ùîäî
óñüîãî íåñêií÷åííîãî iíòåðâàëó t òðåáà áóòè áiëüø îáåðåæíèì.
ßâíèé âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.6) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (0) = x0 2
RNìîæíà ïîäàòè òàê:
(t) = (I +
t
1!
A+
t2
2!
A2 + :::+
tn
n!
An + :::)x0 : (2.7)
Äiéñíî, ìàòðè÷íèé ðÿä ó äóæêàõ òà éîãî ïîõiäíi, îòðèìàíi ïî÷ëåííèì
äèôåðåíöiþâàííÿì, çáiãàþòüñÿ i âèðàç (2.7) ìîæíà ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè.
Òîäi ïðÿìîþ ïiäñòàíîâêîþ â (2.6) ìà¹ìî
d(t)
dt
= (A+
t
1!
A2 +
t2
2!
A3 + :::+
tn
n!
An+1 + :::)x0 = A(t):
Âèðàç eAt = I+ t1!A+
t2
2!A
2+:::+ t
n
n!A
n+::: íàçèâàþòü ìàòðè÷íîþ åêñïîíåíòîþ.
Âiäïîâiäíî (t) = eAtx0. Òàêèì ÷èíîì, etAâèçíà÷à¹ ôàçîâèé ïîòiê íà RN , ÿêèé
ïîðîäæó¹òüñÿ âåêòîðíèì ïîëåì Ax.
Ñèñòåìó (2.7) ìîæíà õàðàêòåðèçóâàòè íàáîðîì âëàñíèõ çíà÷åíü i : det(A 
iI) = 0 òà âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ v(i) : Av(i) = iv(i); i = 1; :::; N .
Äàëi äëÿ ïðîñòîòè ââàæà¹ìî, ùî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ðiçíi, òîäi {v(i)} óòâîðþþòü
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áàçèñ, çà ÿêèì ìîæíà ðîçêëàñòè áóäü-ÿêèé âåêòîð ç ïðîñòîðó RN : x0 =
NP
j=1
cjv(j);
ïðè÷îìó òàêèé ðîçêëàä ¹äèíèé. Òîäi âèðàç
(t) =
NX
j=1
cjv(j)e
jt (2.8)
¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (2.6) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (0) = x0: Öå ëåãêî
ïåðåâiðèòè:
d(t)
dt
=
NX
j=1
cjv(j)je
jt =
NX
j=1
cjAv(j)e
jt = A(t):
Î÷åâèäíî, ùî ðîçâ'ÿçîê ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ùî íàëåæàòü äî ëiíiéíî¨
îáîëîíêè2 span fv(1); :::; v(m)g âåêòîðiâ v(1); :::;v(m), òàêîæ íàëåæèòü äî íå¨.
Iíàêøå, span fv(1); :::; v(m)g ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì ñèñòåìè (2.6). Âëàñíi
çíà÷åííÿ ìàòðèöi A, ïiñëÿ òðèâiàëüíîãî ïåðåâïîðÿäêóâàííÿ, ìîæíà ðîçäiëèòè
íà òðè êëàñè:
1) S: Rej < 0; j = 1; :::; ns;
2) U: Rej > 0; j = ns + 1; :::; ns + nu;
3) C: Rej = 0; j = ns + nu + 1; :::; ns + nu + nc.
Òóò ns; nu;ïc  êiëüêiñòü âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü, ns + nu + ïc = N =
dimRN . Âèçíà÷èìî â RN òðè iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè, íàòÿãíóòi íà âiäïîâiäíi
âëàñíi âåêòîðè; âîíè ìàþòü íàçâè:
ES ñòiéêèé ïiäïðîñòið, ïîáóäîâàíèé íà âëàñíèõ âåêòîðàõ, ùî âiäïîâiäàþòü
âëàñíèì çíà÷åííÿì ç S,
EU íåñòiéêèé ïiäïðîñòið, ïîáóäîâàíèé íà âëàñíèõ âåêòîðàõ, ùî âiäïîâiäàþòü
âëàñíèì çíà÷åííÿì ç U ,
EC öåíòðàëüíèé ïiäïðîñòið, ïîáóäîâàíèé íà âëàñíèõ âåêòîðàõ, ùî
âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì ç C.
Íàïðèêëàä, äëÿ ñèñòåìè ddx

x1
x2

=

1 0
0  1

x1
x2

âëàñíi âåêòîðè
1
0

òà

0
1

âiäïîâiäàþòü âëàñíèì ÷èñëàì 1 òà 1. Òóò
x1(t) = e
tx10; 1 = 1; E
U = span

1
0

;
x2(t) = e
 tx20;2 =  1; Es = span

0
1

:
Ëèøå âèäiëåíi òðà¹êòîði¨ ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè t! +1 àáî t!  1. Öå òàê
çâàíi ñåïàðàòðèñè ñiäëà, ÿêi ëåæàòü íà îäíîâèìiðíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîãîâèäàõ
Es òà Eu.
2Ïiäïðîñòið, ùî óòâîðåíèé çà äîïîìîãîþ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié âåêòîðiâ.
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Äîñèòü ïðîñòèì ¹ àíàëiç ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, ÿêùî öå ïîëîæåííÿ ¹
ãiïåðáîëi÷íîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ, òîáòî òàêîþ, ó ÿêié âiäñóòíi âëàñíi
çíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíåàðèçàöi¨ A ç íóëüîâîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ.
Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ õàðàêòåð ñòiéêîñòi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè çà
âëàñòèâîñòÿìè ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè.
Òåîðåìà 2.3 (ïðî ñòiéêiñòü çà ëiíiéíèì íàáëèæåííÿì).
ßêùî âñi âëàñíi ÷èñëà i ìàòðèöi ëiíåàðèçàöi¨ A çàäîâîëüíÿþòü óìîâi Rei <
0; i = 1; 2; :::; n, òî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.1) ¹ åêñïîíåíöiéíî ñòiéêèì íà
iíòåðâàëi t 2 [0;1). ßêùî iñíó¹ õî÷à á îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ ç äîäàòíîþ âëàñíîþ
÷àñòèíîþ Rek0 > 0, òî òî÷êà x0 = 0  íåñòiéêà.
Äîâåäåííÿ ñòiéêîñòi ìîæíà ïðîâåñòè ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè ç ëiíiéíî¨
àëãåáðè, çà ÿêîþ çà óìîâè Rei < 0 ìîæíà ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà
V (x)  0jxj2 (äèâ. íàïð. [2]). Iíàêøå ìîæíà ðîçãëÿíóòè áåçïîñåðåäíþ îöiíêó
ðîçâ'ÿçêó [3].
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ÿêùî m < N âëàñíèõ ÷èñåë ìà¹ Re > 0, à ðåøòà 
âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè, iñíó¹ ìíîãîâèä ðîçìiðíîñòi N  m, íà ÿêîìó ðîçâ'ÿçîê ¹
ñòiéêèì (óìîâíà ñòiéêiñòü). Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó jx(t)j ! 0 ïðè t !  1, à ðàçîì iç òèì íåñòiéêiñòü ïðè t ! 1 (äèâ.
íàïð. [5]). ßêùî òî÷êà y = 0 ¹ ãiïåðáîëi÷íîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ ñèñòåìè (2.1)
(F(0) = 0,Rei 6= 0; i = 1; 2; :::; N), òîäi iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì h, âèçíà÷åíèé â
äåÿêîìó îêîëi U  Rn; 0 2 U , òàêèé, ùî h : U ! U 0  Rn, h ïåðåâîäèòü ôàçîâèé
ïîòiê ñèñòåìè (2.1) ó ôàçîâèé ïîòiê ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè (2.6), ïðè÷îìó
h ïåðåâîäèòü ðîçâ'ÿçêè âèõiäíî¨ ñèñòåìè â ðîçâ'ÿçêè ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè
(òåîðåìà Ãðîáìàíà  Õàðòìàíà). 3
ßêùî õî÷à á îäíå ç âëàñíèõ ÷èñåë ìà¹ íóëüîâó äiéñíó ÷àñòèíó (9i : Rei = 0),
òî, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ñòiéêiñòü àáî íåñòiéêiñòü íå ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi çà
àíàëiçîì ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè.
Ïðèêëàä 2.3. Âèùå ðîçãëÿíóòî ðóõ îäíîâèìiðíîãî íåëiíiéíîãî îñöèëÿòîðà
áåç òåðòÿ. Óçàãàëüíèìî öåé âèïàäîê çà íàÿâíîñòi òåðòÿ
x+ 2 _x+ !20x = f(x; _x);  > 0; !
2
0 > 0;
äå â îêîëi íóëÿ ââàæà¹ìî jf(x)j = O   _x2 + !20x2.
Åêâiâàëåíòíà ñèñòåìà ïåðøîãî ïîðÿäêó:
_y =  2y   !20x+ f(x); _x = y:
Ñèñòåìà ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ:
_y =  2y   !20x; _x = y
3Ä. Ãðîáìàí, Ãîìåîìîðôèçì ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÄÀÍ ÑÑÑÐ 128 (1959),
no. 5, ñ. 880881. P. Hartman, A lemma in the theory of structural stability of dierential equations.
Proc. A.M.S. 11 (1960), no. 4, pp. 610620.
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Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ 2+2+!20 = 0 ìà¹ êîðåíi
1;2 =   
p
2   !20 , ùî, çà óìîâè  > 0, ìàþòü âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè.
Íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê åêñïîíåíöiéíî ñòiéêèé.
Ïðèêëàä 2.4.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ
x+ " x2 _x+ x = 0;
ùî çâîäèòüñÿ äî åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè:
_x = y
_y =  (x+ " x2y)
Ëiíåàðèçàöiÿ öi¹¨ ñèñòåìè â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè (0,0) ìà¹ âèä
_x = y
_y =  x
Öÿ ñèñòåìà ìà¹ îñîáëèâó òî÷êó (0,0)  öåíòð. Âîíà ñòiéêà, àëå íå
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà.
Ùîäî íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ìîæíà çðîáèòè òàêi âèñíîâêè.
ßêùî " = 0, òî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèä x + x = 0. Ïîìíîæèìî âèõiäíå ðiâíÿííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó íà _x, îòðèìó¹ìî _xx + x _x = 12
d
dt ( _x
2 + x2) = 0. Ìà¹ìî
iíòåãðàë E( _x; x)  12 ( _x2 + x2) = const. Òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè íà ïëîùèíi (x; y) ¹
êîíöåíòðè÷íèìè êîëàìè.
ßêùî " 6= 0, òî îòðèìó¹ìî ddt _x
2+x2
2 =
d
dtE =  " x2 _x2, òîáòîdEdt < 0 ïðè " >
0 - åíåðãiÿ çìåíøó¹òüñÿ òà ïðÿìó¹ äî íóëÿ, ïðè " < 0 - íàâïàêè. Çàìêíåíèõ
òðà¹êòîðié íåìà¹. Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî 8" 6= 0 íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ
òà éîãî ëiíåàðèçàöiÿ ÿêiñíî íååêâiâàëåíòíi.
Òàêèì ÷èíîì, êîëè îñîáëèâà òî÷êà íå ìà¹ âëàñòèâîñòåé ãiïåðáîëi÷íîñòi,
òî ôàçîâi ïîòîêè íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè òà ñèñòåìè, îòðèìàíî¨ ïiñëÿ ëiíåàðèçàöi¨,
ìîæóòü ÿêiñíî âiäðiçíÿòèñÿ. Àëå ÿêùî îñîáëèâà òî÷êà x äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè
ãiïåðáîëi÷íà, ïîíÿòòÿ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ES òà EU ìîæíà ëîêàëüíî
óçàãàëüíèòè íà íåëiíiéíèé âèïàäîê. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó â îêîëi ãiïåðáîëi÷íî¨
îñîáëèâî¨ òî÷êè x ìîæíà ïîáóäóâàòè ìíîãîâèä WS(x) òi¹¨ æ ðîçìiðíîñòi, ùî
é ES , ÿêèé ¹ iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ âiäíîñíî äi¨ ôàçîâîãî ïîòîêó ñèñòåìè
(2.1) çà t  0, ïðè÷îìó 8x 2 WS(x) iñíó¹ ãðàíèöÿ t(x) !
t!1 x. Öåé ìíîãîâèä
4
ìîæíà óÿâëÿòè ÿê ãiïåðïîâåðõíþ â RN , ÿêà äîòèêà¹òüñÿ äî ãiïåðïëîùèíè ES =
span fv(1); :::; v(ns)g. Òàêîæ iñíó¹ ìíîãîâèä ç àíàëîãi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè çà
t  0; t!  1, ùî äîòèêà¹òüñÿ äî EU .
4Éîãî íàçèâàþòü ëîêàëüíî ñòiéêèì
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2.2. Ãðàíè÷íà ïîâåäiíêà òðà¹êòîðié çàãàëüíî¨ ñèñòåìè
Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (2.1) i ôàçîâèé ïîòiê öi¹¨ ñèñòåìè îçíà÷åíi
íà íåñêií÷åííîìó iíòåðâàëi t. Çà âèçíà÷åííÿì, òî÷êà x ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ
ðîçâ'ÿçêó x(t), ÿêùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü tn ! 1, ùî x(tn) ! x; n !
1. Ñóêóïíiñòü ãðàíè÷íèõ òî÷îê ¹ !-ãðàíè÷íîþ ìíîæèíîþ; âèçíà÷åííÿ  -
ãðàíè÷íî¨ ìíîæèíè äà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî ïðè tn !  1.
Çà òåîðåìîþ 1.5 òðà¹êòîði¹þ ñèñòåìè (2.1) ìîæå áóòè òî÷êà ñïîêîþ,
íåïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê àáî öèêë. Ó îñòàííüîìó âèïàäêó òðà¹êòîðiÿ óòâîðþ¹
çàìêíåíó êðèâó. ßêùî ÿêèéñü öèêë ¹   àáî !- ãðàíè÷íîþ ìíîæèíîþ äëÿ
äåÿêî¨ âiäìiííî¨ âiä íüîãî òðà¹êòîði¨, òî âií íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íèì öèêëîì.
Ãðàíè÷íi öèêëè ìîæóòü áóòè: ñòiéêi (ïðèòÿãóþ÷i), íåñòiéêi (âiäøòîâõóþ÷i),
íàïiâñòiéêi (êîëè ¹ ÿê òðà¹êòîði¨, ùî ïðèòÿãóþòüñÿ äî öèêëà, òàê i òðà¹êòîði¨,
ùî âiäøòîâõóþòüñÿ âiä íüîãî).
Âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ ìíîæèí
À. Çàìêíåíiñòü (ìíîæèíà ìiñòèòü âñi ñâî¨ ãðàíè÷íi òî÷êè).
Äîâåäåííÿ. ÍåõàéM ãðàíè÷íà ìíîæèíà äëÿ òðà¹êòîði¨ x(t), à ïîñëiäîâíiñòü
xn 2 M çáiãà¹òüñÿ äî ãðàíèöi x: xn ! x, òîáòî jxn   xj < "n=2 ! 0; n ! 1.
Îñêiëüêè êîæíà òî÷êà xn ¹ ãðàíè÷íîþ, äëÿ êîæíîãî n ìîæíà çíàéòè tkn , òàêå,
ùî jxn   x(tkn)j < "n=2. Òàêèì ÷èíîì, jx(tkn)  xj  jx(tkn)  xnj + jxn   xj <
"n ! 0, òîáòî òî÷êà x òàêîæ ¹ ãðàíè÷íîþ äëÿ òðà¹êòîði¨ x(t): x 2M .
Á. Iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî äi¨ ïîòîêó, òîáòî 8x 2 M óñÿ òðà¹êòîðiÿ t(x)
äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç x, òàêîæ íàëåæèòü ãðàíè÷íié ìíîæèíi:
t(x) 2M .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé x(tn)! x. Ðîçãëÿíåìî òðà¹êòîði¨ t(x(tn)), äëÿ ÿêèõ x(tn)
¹ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Çàâäÿêè íåïåðåðâíié çàëåæíîñòi âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ,
äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî t1 ìàòèìåìî t1(x(tn))! t1(x), òîáòî òî÷êà t1(x)
òàêîæ ¹ ãðàíè÷íîþ äëÿ x(t).
Â. Ãðàíè÷íà !-ìíîæèíà òðà¹êòîði¨ ìîæå áóòè ïóñòîþ. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá x(t) ! 1 ïðè t ! 1. Äiéñíî, óìîâà x(t) ! 1 îçíà÷à¹, ùî äëÿ
ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî A > 0 ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî ÷àñó t ìàòèìåìî jx(t)j > A i
äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåîáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi tn êîæíà îáìåæåíà ìíîæèíà ìiñòèòèìå
ëèøå îáìåæåíå ÷èñëî òî÷îê x(tn), òîáòî âîíà íå ìîæå ìiñòèòè ãðàíè÷íó òî÷êó.
Íàâïàêè, íåõàé ãðàíè÷íà !-ìíîæèíà òðà¹êòîði¨ x(t) ïóñòà. Òîäi ìè íå ìîæåìî
ïðèïóñòèòè, ùî â äåÿêié îáìåæåíié ìíîæèíi ¹ íåñêií÷åííå ÷èñëî òî÷îê x(tn),
îñêiëüêè îáìåæåíà ìíîæèíà ¹ êîìïàêòíîþ i â íié iñíóâàòèìå ãðàíè÷íà òî÷êà
òðà¹êòîði¨.
Ã. Ãðàíè÷íà !-ìíîæèíà òðà¹êòîði¨ ìîæå ñêëàäàòèñÿ ç îäíî¨ òî÷êè x0. Äëÿ
öüîãî íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá x(t)! x0 ïðè t!1.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé x(t)! x0, òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x1 6= x0 îòðèìà¹ìî, çà
äîñèòü âåëèêèõ t, jx1   x(t)j  jx1   x0j   jx0   x(t)j > jx1   x0j =2.
Ïðèïóñòèìî, íàâïàêè, ùî x0  öå ¹äèíà òî÷êà ãðàíè÷íî¨ ìíîæèíè. Âiä
ñóïðîòèâíîãî ïðèïóñòèìî, ùî jx(tn)  x0j > " > 0 äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi
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ftng. Ç iíøîãî áîêó, 9ft0ng : jx(t0n)  x0j < ". Òîìó, çà íåïåðåðâíiñòþ, 9ft"ng :
tn  t"n  t0n; jx(t"n)  x0j = ". Ñôåðà jx  x0j = " ¹ êîìïàêòîì, òîìó ìîæíà
âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü ft"nkg : x(t"nk) ! x1, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ x1, ùî
ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.
Ïðèòÿãóþ÷îþ ìíîæèíîþ (àòðàêòîðîì) áóäåìî íàçèâàòè çàìêíåíó
iíâàðiàíòíó ìíîæèíó A, ÿêùî iñíó¹ Uäåÿêèé îêië A  U , òàêèé, ùî:
1)8t  0 t(U)  U ;
2) t(U) !
t!1A.
Òîáòî ÿêùî òðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè ïî÷èíà¹òüñÿ â U , âiäñòàíü âiä öi¹¨ òðà¹êòîði¨
äî ìíîæèíè A ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè t!1.
Ïîãëèíàþ÷îþ ìíîæèíîþ íàçèâàþòü çàìêíåíó îäíîçâ'ÿçíó ïðèòÿãóþ÷ó
ìíîæèíó.
Ïðèêëàä 2.5
Ðîçãëÿíüìî ñèñòåìó
_x = x(x  1)2; _y = 1;
äå x öå ðàäióñ â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ, y 2 [0; 2]  êóò.
Ñèñòåìà ìà¹ îäèí ãðàíè÷íèé öèêë ó âèãëÿäi êîëà îäèíè÷íîãî ðàäióñó. Îäíàê
òóò _x ¹ äîäàòíiì äëÿ 0 < x < 1 òà äëÿ x > 1. Òîìó öåé öèêë  íàïiâñòiéêèé.
2.3. Äèíàìi÷íi ñèñòåìè äðóãîãî ïîðÿäêó íà ïëîùèíi
Äèíàìi÷íi ñèñòåìè äðóãîãî ïîðÿäêó ìàþòü íàñòóïíèé ðiâåíü ñêëàäíîñòi
ó ïîðiâíÿííi ç àâòîíîìíèìè ðiâíÿííÿìè ïåðøîãî ïîðÿäêó. Òèì íå ìåíø,
äîñèòü ÷àñòî öi ñèñòåìè äîçâîëÿþòü ïðîâåñòè ïîâíå ÿêiñíå äîñëiäæåííÿ
ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié. Öå îáóìîâëåíî òèì, ùî íåñêií÷åííà òðà¹êòîðiÿ àáî öèêë
äiëÿòü ôàçîâèé ïðîñòið íà äâi ÷àñòèíè. Çàâäÿêè öüîìó õàîòè÷íà ïîâåäiíêà
òóò íåìîæëèâà, íà âiäìiíó âiä ñèñòåì áiëüø âèñîêî¨ ðîçìiðíîñòi. Ôàçîâèì
ïðîñòîðîì äâîâèìiðíî¨ ñèñòåìè ìîæå áóòè ïëîùèíà, ñôåðà, öèëiíäð òîùî;
ëîêàëüíà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ñèñòåì ïîäiáíà, âiäìiííîñòi ìîæóòü áóòè
ëèøå ïðè ðîçãëÿäi òðà¹êòîðié ó öiëîìó. Íèæ÷å çîñåðåäèìîñÿ íà âèïàäêó
ñèñòåì 2-ãî ïîðÿäêó íà ïëîùèíi. Äîñëiäæåííÿ ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè òàêèõ ñèñòåì
ïî÷èíà¹òüñÿ iç çíàõîäæåííÿ òî÷îê ñïîêîþ (îñîáëèâèõ òî÷îê), âèçíà÷åííÿ ¨õ
ñòiéêîñòi, ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ íà íåñêií÷åííîñòi (òèïó íåñêií÷åííî¨ îñîáëèâî¨
òî÷êè), iñíóâàííÿ òà ïîëîæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (öèêëiâ).
Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.
Çà N = 2 ñèñòåìà (2.1) ¹ ñèñòåìîþ äâîõ ðiâíÿíü 1-ãî ïîðÿäêó
dx
dt
= F (x; y);
dy
dt
= G(x; y) : (2.9)
Òî÷êà (0,0) ¹ òî÷êîþ ñïîêîþ ñèñòåìè (2.3), ÿêùî F (0; 0) = G(0; 0) = 0.
Ìàòðèöÿ ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèä
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A =
 @F@x @F@y@G@x @G@y
 ; äå ïîõiäíi áåðóòü ó òî÷öi (0,0).
Âëàñíi çíà÷åííÿ òàêi:
1;2 =
S
2

r
S2
4
 D; äå S = @F
@x
+
@G
@y
; D = det
 @F@x @F@y@G@x @G@y
 : (2.10)
Çîñåðåäèìîñü íà òàê çâàíèõ ãðóáèõ ïîëîæåííÿõ ðiâíîâàãè, òîáòî òàêèõ,
ïîáëèçó ÿêèõ ÿêiñíà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ (çîêðåìà, ñòiéêiñòü) íå çìiíþ¹òüñÿ
ïðè ìàëèõ çìiíàõ S;D. Äëÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, âèçíà÷åíèõ íà ïëîùèíi, òàêi
ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ìîæóòü áóòè òðüîõ òèïiâ. Ïiäêðåñëèìî, ùî òóò ìîæóòü
áóòè òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (2.3), ùî ïðÿìóþòü äî òî÷êè (0,0) ïðè t !  1 àáî
t!1, àëå öi òðà¹êòîði¨ íå ïåðåòèíàþòü öi¹¨ òî÷êè çà æîäíèõ ñêií÷åííèõ t.
ßêùî âëàñíi çíà÷åííÿ 1; 2 2 R, ïðè÷îìó 12 > 0 - îñîáëèâà òî÷êà ìà¹
íàçâó âóçîë. Â öüîìó ðàçi S2 > 4D > 0. Ïðè 1 > 0; 2 > 0 - öå íåñòiéêèé
âóçîë, 1 < 0; 2 < 0 - ñòiéêèé âóçîë.
ßêùî 1; 2 2 R, 12 < 0 ìà¹ìî îñîáëèâó òî÷êó òèïó ñiäëî. Öå âiäïîâiäà¹
óìîâi D < 0. Öå íåñòiéêà òî÷êà. Òóò iñíó¹ ëèøå äâi òðà¹êòîði¨, ùî ïðÿìóþòü äî
òî÷êè ñïîêîþ ïðè t ! 1 i äâi, ùî ïðÿìóþòü äî íå¨ ïðè t !  1; öi òðà¹êòîði¨
íàçèâàþòü ñåïàðàòðèñàìè ñiäëà.
ßêùî ìà¹ìî äâà êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi âëàñíi çíà÷åííÿ 1 = +i, 2 =  i
(;   äiéñíi), àëå âîíè íå ÷èñòî óÿâíi, òî îñîáëèâà òî÷êà ìà¹ íàçâó ôîêóñ.
Ïðè öüîìó S2 < 4D, çâiäêè  6= 0. Ñòiéêiñòü òî÷êè ñïîêîþ âèçíà÷à¹òüñÿ çíàêîì
 6= 0. ßêùî 1; 2 ÷èñòî óÿâíi òà  = 0, îñîáëèâà òî÷êà ìà¹ íàçâó öåíòð, àëå
òàêà òî÷êà ðiâíîâàãè íå ¹ ãðóáîþ.
Çàïèøåìî ëiíåàðèçîâàíó ñèñòåìó ó âèäi
_x = ax+ by;
_y = cx+ dy;
àáî
dx
dt
= A^x; A^ =
 a bc d
 ; x =  xy

: (2.11)
Â (2.10) òîäi
S = a+ d; D = det
 a bc d
 :
Ó âèïàäêó ôîêóñà S2 < 4D, 1 = + i
df
=, 2 = 1 (âåðõí¹ ïiäêðåñëþâàííÿ
îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ);  6= 0;  6= 0  äiéñíi. Íåõàé äâîâèìiðíèé
âåêòîð e ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi A^ ç âëàñíèì çíà÷åííÿì 1 = + i, à òîäi
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êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèé éîìó âåêòîð e ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç âëàñíèì çíà÷åííÿì
   i. Âåêòîðè e,e ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, îñêiëüêè âîíè âiäïîâiäàþòü ðiçíèì
âëàñíèì çíà÷åííÿì çà  6= 0, i áóäü-ÿêèé âåêòîð x ìîæíà ðîçêëàñòè ïî áàçèñó
e,e:
x = ze+ ze: (2.12)
Ïiäñòàâëÿþ÷è â (2.11) ìà¹ìî _ze + _ze = ze + ze, çâiäêè, ïðèðiâíþþ÷è
êîåôiöi¹íòè ïðè e,e, çàìiñòü (2.11) ìà¹ìî åêâiâàëåíòíó êîìïëåêñíó ôîðìó, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ _z = z òà éîãî êîìïëåêñíî ñïðÿæåíîãî.
Ðîçãëÿíåìî áiëüø ñêëàäíèé âèïàäîê, êîëè äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (2.11) äîäàíî
íåëiíiéíi ÷ëåíè F(x):
dx
dt
= A^x+ F(x): (2.13)
Íåõàé ðîçêëàä íåëiíiéíèõ ÷ëåíiâ ïî áàçèñó e,e ìà¹ âèãëÿä
F(x) = f(z; z) e+ [f(z; z)]e
(ââàæà¹ìî, ùî F  äiéñíå, òîäi êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó ïî e,e  êîìïëåêñíî
ñïðÿæåíi). Òîäi, ïiäñòàâëÿþ÷è (2.12) â (2.13) òà ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè
íåçàëåæíèõ e,e, äiñòàíåìî åêâiâàëåíòíó êîìïëåêñíó ôîðìó ñèñòåìè
äðóãîãî ïîðÿäêó (2.13):
_z = z + f(z; z): (2.14)
Êîìïëåêñíà ôîðìà (2.14) ìà¹ ñåíñ, ÿêùî îñîáëèâîþ òî÷êîþ ¹ ôîêóñ. Öÿ
ôîðìà çíàäîáèòüñÿ äàëi ïðè ðîçãëÿäi áiôóðêàöi¨ íàðîäæåííÿ öèêëó.
Çàäà÷i.
Ðîçãëÿíåìî îäíó ç ôîðì çàïèñó ðiâíÿííÿ Âàí äåð Ïîëÿ:
_x = x  y   x3;
_y = x:
(2.15)
Çàäà÷à 1: Âèçíà÷èòè îñîáëèâi òî÷êè ñèñòåìè (2.15) òà ïðîàíàëiçóâàòè
ïîâåäiíêó ñèñòåìè â ¨õ îêîëi.
Çàäà÷à 2: Çàïèñàòè êîìïëåêñíó ôîðìó ðiâíÿííÿ (2.15).
Iñíóâàííÿ òà âiäñóòíiñòü öèêëiâ
Áåíäèêñîíîì âèÿâëåíî, ùî ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó ãðàíè÷íà ïîâåäiíêà
òðà¹êòîðié äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè îáìåæåíà áiëüø æîðñòêî, íiæ ó âèïàäêó áiëüø
âèñîêî¨ ðîçìiðíîñòi. Îäèí iç âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ñòîñó¹òüñÿ íàÿâíîñòi öèêëiâ â
îáìåæåíié îáëàñòi. Âií áàçóþòüñÿ íà òîìó, ùî çà òåîðåìîþ Æîðäàíà íåïåðåðâíà
çàìêíåíà êðèâà íà ïëîùèíi äiëèòü ¨¨ íà äâi ÷àñòèíè (íà âiäìiíó âiä ïðîñòîðó
âèùî¨ ðîçìiðíîñòi).
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Òåîðåìà Áåíäèêñîíà ïðî iñíóâàííÿ öèêëiâ. ßêùî òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè
âõîäÿòü â êîìïàêòíó îáëàñòü G i íå âèõîäÿòü ç íå¨, ïðè÷îìó â öié îáëàñòi
íåìà¹ îñîáëèâèõ òî÷îê, òîäi öÿ îáëàñòü ìiñòèòü õî÷à á îäíó ïåðiîäè÷íó
òðà¹êòîðiþ.
Äîâåäåííÿ ìîæíà çíàéòè ó áàãàòüîõ âèäàííÿõ (äèâ., íàïð., [1])
Êðèòåðié Áåíäèêñîíà âiäñóòíîñòi öèêëiâ.
Iñíó¹ íèçêà êðèòåði¨â âiäñóòíîñòi öèêëiâ, îäíèì ç ÿêèõ ¹ äîñèòü ïðîñòèé
êðèòåðié Áåíäèêñîíà: Íåõàé â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi âèðàç
(x; y)  @F
@x
+
@G
@y
íå ìiíÿ¹ çíàê i íå ¹ òîòîæíèì íóëåì. Òîäi â öié îáëàñòi íåìà¹ çàìêíåíèõ
êðèâèõ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç òðà¹êòîðié ñèñòåìè (2.9).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé, âiä ïðîòèâíîãî, òàêà êðèâà iñíó¹ i óòâîðþ¹ çàìêíåíèé
êîíòóð C. Îñêiëüêè, çà óìîâîþ, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè êðèâî¨ âèêîíó¹òüñÿ (2.9),
íà áóäü-ÿêié äiëÿíöi öi¹¨ êðèâî¨ ìà¹ìî
G(x; y)dx  F (x; y)dy = [G(x; y) _x  F (x; y) _y] dt = 0;
òîìó
u
C
[G(x; y)dx  F (x; y)dy] = 0.
Ç iíøîãî áîêó, çà ôîðìóëîþ Ãðiíà
z
C
[G(x; y)dx  F (x; y)dy] =  
ww
D

@G
@y
+
@F
@x

dxdy 6= 0;
îñêiëüêè, çà íåïåðåðâíiñòþ ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó, âií çáåðiãà¹ çíàê õî÷à á â
îêîëi äåÿêî¨ òî÷êè, äå âií ¹ âiäìiííèì âiä íóëÿ. Ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü âèñíîâîê
êðèòåðiþ.
Çàóâàæåííÿ 1. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ áiëüø ñèëüíèì, íiæ ïðîñòî óìîâà
âiäñóòíîñòi öèêëiâ. Äiéñíî, ìîæíà ïîáóäóâàòè çàìêíåíó êðèâó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç ðiçíèõ òðà¹êòîðié, ÿêi âèõîäÿòü ç îñîáëèâèõ òî÷îê ÷è âõîäÿòü â íèõ ç ðiçíèõ
áîêiâ.
Êîíòðîëüíå çàïèòàííÿ. Äå â êðèòåði¨ Áåíäèêñîíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ óìîâà
îäíîçâ'ÿçíîñòi îáëàñòi?
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3Áiôóðêàöi¨ â äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ
3.1. Çàãàëüíi çàóâàæåííÿ.
Ó òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì äîñëiäæóþòü ðåæèìè ðóõó, ó ÿêèõ ìîæå ïåðåáóâàòè
ñèñòåìà, â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó ïàðàìåòðiâ, ùî ìîæóòü âõîäèòè ÷åðåç ïî÷àòêîâi
óìîâè àáî ÿâíî â ðiâíÿííÿõ ðóõó. Íàéáiëüø öiêàâèìè ¹ òàê çâàíi áiôóðêàöiéíi
 êðèòè÷íi  çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, ïðè ïðîõîäæåííi ÿêèõ ñèñòåìà çìiíþ¹ ÿêiñíó
ïîâåäiíêó; âëàñíå òàêó çìiíó i íàçèâàþòü áiôóðêàöi¹þ. Äîñëiäæåííÿ â ìàëîìó
îêîëi áiôóðêàöiéíèõ ïàðàìåòðiâ, ÿê ïðàâèëî, ñóòò¹âî ñïðîùó¹òüñÿ. Àëå òàêå
äîñëiäæåííÿ äîïîìàãà¹ âèäiëèòè îáëàñòi ðiçíî¨ ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè ñèñòåìè i
ç'ÿñóâàòè õàðàêòåð ðîçâ'ÿçêiâ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó.
Â ï.2.3. éøëîñÿ ïðî ãðóái ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Áiëüø çàãàëüíèì ¹ ïîíÿòòÿ
ïðî ãðóái ñèñòåìè. Äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà (âiäîáðàæåííÿ) íàçèâàþòü ãðóáîþ1,
ÿêùî ïðè ¨¨ ìàëèõ çáóðåííÿõ ðîçïîäië ôàçîâèõ êðèâèõ çàëèøà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íî
åêâiâàëåíòíèì íåçáóðåíié ñèñòåìi. Çà öèì âèçíà÷åííÿì, çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ,
ùî âiäïîâiäàþòü ãðóáié ñèñòåìi, íå ¹ áiôóðêàöiéíèìè. Íåãðóáó ñèñòåìó ìîæíà
çðîáèòè ãðóáîþ çà äîïîìîãîþ ìàëèõ çìií âåêòîðíîãî ïîëÿ, ùî âèçíà÷à¹
öþ ñèñòåìó. Ïèòàííÿ ïðî ðåæèìè, ÿêi ïðè öüîìó âèíèêàþòü, ¹ ïðåäìåòîì
äîñëiäæåííÿ òåîði¨ áiôóðêàöié.
Âïðàâà. Ïîêàæiòü, ùî ëiíiéíà ñèñòåìà âèäó _x = Ax ¹ ãðóáîþ ó êëàñi ëiíiéíèõ
ñèñòåì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ñåðåä âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi A íåìà¹ ÷èñåë iç
íóëüîâîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ.
Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (x 2 R1)
_x = x(  x2): (3.1)
Òóò - áiôóðêàöiéíèé ïàðàìåòð. Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó ñèñòåìè ïðè ðiçíèõ
çíà÷åííÿõ .
Ïðè  < 0 - ¹ ñòiéêà îñîáëèâà òî÷êà x = 0. Ìàëi çìiíè  < 0 íå çìiíþþòü
ÿêiñíó ïîâåäiíêó òðà¹êòîði¨, ñèñòåìà ¹ ãðóáîþ. Àíàëîãi÷íî ïðè  > 0 òî÷êà x = 0
¹ íåñòiéêîþ, à ñèñòåìà ¹ ãðóáîþ.
1Â ëiòåðàòóði âæèâàþòü òàêîæ áëèçüêèé òåðìií "ñòðóêòóðíà ñòiéêiñòü".
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Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà  = 0 ¹ áiôóðêàöiéíèì: ïðè çìiíi çíàêó  âiäáóâà¹òüñÿ
çìiíà õàðàêòåðó ñòiéêîñòi òî÷êè x = 0 (ïðè  = 0 òî÷êà x = 0 çàëèøà¹òüñÿ
ñòiéêîþ). Êðiì òîãî, ïðè  > 0 âiä öi¹¨ òî÷êè âiäãàëóæóþòüñÿ äâi äîäàòêîâi
îñîáëèâi òî÷êè: x1;2 = x0, äå x0 = p. Öi òî÷êè ¹ ñòiéêèìè (ïîêàæiòü öå).
Âïðàâà. Äîñëiäiòü çà  > 0 ñòiéêiñòü òî÷îê x1;2 = x0 ç ïîïåðåäíüîãî
ïðèêëàäó, àíàëiçóþ÷è çìiíè çíàêó ôóíêöi¨ x(   x2). Ïîêàæiòü, ùî òîé ñàìèé
âèñíîâîê çà  > 0 âèïëèâà¹ ç ëiíåàðèçîâàíèõ ñèñòåì â îêîëi êîæíî¨ ç öèõ
îñîáëèâèõ òî÷îê.
Ïðèêëàä 2.
Â ðiâíÿííi ëiíiéíîãî îñöèëÿòîðà (x 2 R1)
x+ 2 _x+ !20x = 0 (3.2)
ïðè çìiíi çíàêó òåðòÿ (òîáòî êîëè ïàðàìåòð  ïðîõîäèòü ÷åðåç íóëü) âiäáóâà¹òüñÿ
çìiíà õàðàêòåðó ñòiéêîñòi íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó. Çíà÷åííÿ  = 0 ¹ áiôóðêàöiéíèì.
Â ïðèêëàäi 2 ðiâíÿííÿ (3.2) ¹ åêâiâàëåíòíèì ñèñòåìi 2-ãî ïîðÿäêó íà ïëîùèíi
x; y = _x. Òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè ïðè jj < !0 óòâîðþþòü ôîêóñ, õàðàêòåð
ñòiéêîñòi ÿêîãî çìiíþ¹òüñÿ ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó áiôóðêàöi¨; ïðè öüîìó ïàðà
êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ó êîìïëåêñíié
ïëîùèíi ïðîõîäèòü ÷åðåç óÿâíó âiñü (äiéñíà ÷àñòèíà âëàñíèõ çíà÷åíü ìiíÿ¹
çíàê). Ñóòò¹âî, ùî ëiíiéíà ñèñòåìà ïðè  6= 0 íå ìà¹ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ,
âîíè åêñïîíåíöiéíî çðîñòàþòü àáî ñïàäàþòü. Àëå öÿ ñèòóàöiÿ ìîæå çìiíèòèñÿ çà
íàÿâíîñòi íåëiíiéíèõ äîäàíêiâ.
Íåõàé ïðè ïðîõîäæåííi çíà÷åííÿ  = 0 âiäáóâà¹òüñÿ òàêà çìiíà ñòiéêîñòi
íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè äðóãîãî ïîðÿäêó: ïðè  < 0 òî÷êà ñïîêîþ, ùî
âiäïîâiäà¹ íóëüîâîìó ðîçâ'ÿçêó ¹ ñòiéêèì ôîêóñîì, à ïðè  > 0 ôîêóñ ¹
íåñòiéêèì. Áóäåìî ãîâîðèòè ïðî áiôóðêàöiþ Ïóàíêàðå-Àíäðîíîâà-Õîïôà,
êîëè ïðè öüîìó ðåàëiçóþòüñÿ îäèí ç âàðiàíòiâ:
à) ïðè  > 0 â îêîëi ôîêóñà iñíó¹ ìàëèé ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë (òîáòî
âèíèêàþòü ïåðiîäè÷íi êîëèâàííÿ) ìàëî¨ àìïëiòóäè, ÿêà çðîñòà¹ ïðè çáiëüøåííi
, à ïðè  < 0 â îêîëi ôîêóñà öèêëiâ íåìà¹;
á) ïðè  < 0 â îêîëi ôîêóñà iñíó¹ ìàëèé íåñòiéêèé öèêë, àìïëiòóäà ïðÿìó¹ äî
íóëÿ ïðè  ! 0, à ïðè  > 0, êîëè ôîêóñ ñòà¹ íåñòiéêèì, â éîãî ìàëîìó îêîëi
öèêëiâ íåìà¹.
Ó âèïàäêó (à) ïðè çìiíi ïàðàìåòðà  > 0 àìïëiòóäà ïåðiîäè÷íèõ êîëèâàíü
â îêîëi òî÷êè ñïîêîþ ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè çìåíøåííi  ! 0. Ïðè ïîâiëüíîìó
çáiëüøåííi  ïî÷èíàþ÷è ç íóëÿ âiäáóâà¹òüñÿ òàêîæ ïîâiëüíå çáiëüøåííÿ
àìïëiòóäè óñòàëåíèõ êîëèâàíü (ì'ÿêà âòðàòà ñòiéêîñòi òî÷êè ñïîêîþ).
Ó âèïàäêó (á) òðà¹êòîði¨ ìîæóòü ïðÿìóâàòè äî ÿêîãîñü iíøîãî ãðàíè÷íîãî
öèêëó, ðîçìið ÿêîãî íå ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè  ! 0. Ó öüîìó ðàçi, íàâiòü ÿêùî 
ìiíÿþòü ïîâiëüíî, ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó áiôóðêàöi¨ ñèñòåìà ñòðèáêîì ìiíÿ¹
àìïëiòóäó óñòàëåíèõ êîëèâàíü, ïðè÷îìó öÿ àìïëiòóäà íå ïðÿìó¹ äî íóëÿ ÿêùî,
íàâïàêè, çìåíøóâàòè ! 0 (æîðñòêà âòðàòà ñòiéêîñòi).
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Ìåòîäèêà äîñëiäæåííÿ áiôóðêàöi¨ Ïóàíêàðå-Àíäðîíîâà-Õîïôà ¹ îäíèì ç
îñíîâíèõ ïèòàíü Ðîçäiëó 3.
Ðîçãëÿíåìî N -âèìiðíó ñèñòåìó
_x = f(x; ); x 2 RN ; (3.3)
ïðè÷îìó
f(0; ) = 0 : (3.4)
Àíàëîãi÷íî ï. 2.1.2, â îêîëi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè x = 0, ðîçêëàäàþ÷è ïðàâó
÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (3.3) ïî ìàëié âåëè÷èíi x, âèäiëèìî ëiíiéíó ÷àñòèíó: F(x) =
Ax+R, äå jRj  jxj2 ìiñòèòü íåëiíiéíi ÷ëåíè ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî ïîðÿäêó, à
A =
 @fi@xj

x=0
;
- ìàòðèöÿ ëiíåàðèçàöi¨. Äàëi ìè ïðèïóñêàòèìåìî, ùî óñi çàïèñàíi ñïiââiäíîøåííÿ
ìàþòü ìiñöå çà áóäü-ÿêèõ , à òî÷êà x = 0 2 RN ¹ içîëüîâàíîþ íåðóõîìîþ òî÷êîþ
ñèñòåìè (3.3).
Ëiíåàðèçîâàíà ñèñòåìà, âiäïîâiäíà ñèñòåìi (3.3), ìà¹ âèãëÿä
dx
dt
= Ax:
Íåõàé n = n  i!n - âëàñíi çíà÷åííÿ äiéñíî¨ ìàòðèöi Ax, n íóìåðó¹
ïàðè âëàñíèõ çíà÷åíü (â ïðèíöèïi, ìîæëèâî !n = 0). Ïîâåäiíêà ëiíåàðèçîâàíî¨
ñèñòåìè ìîæå ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèñÿ âiä ïîâåäiíêè òî÷íî¨ ñèñòåìè (3.3), ÿêùî ñåðåä
âëàñíèõ çíà÷åíü n ¹ òàêi, ùî ìàþòü íóëüîâó äiéñíó ÷àñòèíó n. Öÿ ñèòóàöiÿ ìà¹
ìiñöå ó áàãàòüîõ çàñòîñóâàííÿõ çà íàÿâíîñòi ïàðàìåòðà , îñêiëüêè ïðè çìiíi 
âëàñíi ÷èñëà ìîæóòü ïåðåòèíàòè óÿâíó âiñü. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè çîñåðåäæó¹ìîñÿ
íà âèïàäêó, êîëè çà  < 0 óñi n < 0, à ïðè  = 0 îäíà ïàðà (íàïðèêëàä, çà
n = 1) âëàñíèõ çíà÷åíü 1() = 1()i!1() ç íàéáiëüøèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè
ïåðåòèíà¹ óÿâíó âiñü: 1(0) = 0, !0  !1(0) > 0, à äëÿ ðåøòè âëàñíèõ çíà÷åíü
n(0) < 0.
Äàëi ìè ñôîðìóëþ¹ìî óìîâè iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ó ïðèïóùåííi,
ùî N-âèìiðíà âåêòîð-ôóíêöiÿ f ¹ àíàëiòè÷íîþ àáî äîñèòü ãëàäêîþ çà ñóêóïíiñòþ
x òà  â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x = 0 2 RN ;  = 0.
Íåõàé ìàòðèöÿ ëiíåàðèçàöi¨ A() ñèñòåìè (3.3) ìà¹ ïàðó êîìïëåêñíî
ñïðÿæåíèõ âëàñíèõ ÷èñåë () = () + i! (), äå ! (0) > 0, (0) = 0, 0(0) 6= 0,
à iíøi N   2 âëàñíèõ ÷èñåë ìàþòü ñòðîãî âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè.
Ñôîðìóëüîâàíi óìîâè ¹ îñíîâîþ äëÿ ïiäîçðè, ùî ñèñòåìà (3.3) â îêîëi
òî÷êè áiôóðêàöi¨  = 0 ìà¹ ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè, òîáòî öå  êåðiâíèöòâî äî
ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ. Òóò ìîæëèâi ðiçíi âàðiàíòè. Íàéáiëüø öiêàâî, êîëè
çà () > 0 âèíèêà¹ ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë; ìîæëèâî, ùî çà () < 0
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òàêîæ ¹ ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè, àëå íåñòiéêi. Îñòàòî÷íà âiäïîâiäü çàëåæèòü âiä
âëàñòèâîñòåé íåëiíiéíèõ ñêëàäîâèõ, äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ÿêèõ ïîòðiáíi ïåâíi äîäàòêîâi
óìîâè.
Òèì íå ìåíø, â ðàçi àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(x; ) ìîæíà ïîêàçàòè , ùî iñíó¹
äåÿêå "H > 0 i òàêà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ H(") =
1P
k=2
Hk "
k, ùî äëÿ êîæíîãî
" 2 (0; "H) ñèñòåìà (3.3) ïðè  = H(") ìà¹ ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê iç ïåðiîäîì
TH(") = 2!0 [1 +
1P
k=2
Hk "
k].
Ó öüîìó òâåðäæåííi, ÿêå ¹ ñïðîùåíèì ôîðìóëþâàííÿì òåîðåìè Õîïôà
(äîêëàäíiøå äèâ., íàïð., [7]), âàæëèâî, ùî ðîçêëàä H(") ïî÷èíà¹òüñÿ ç äðóãîãî
ïîðÿäêó, òîìó, â îêîëi òî÷êè  = 0, ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè âèíèêàþòü àáî ïðè
 > 0, àáî ïðè  < 0. Çàóâàæèìî, ùî âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ
ðîçâ'ÿçêiâ çàëèøà¹òüñÿ â ñèëi i òîäi, êîëè óìîâó àíàëiòè÷íîñòi f(x; ) çàìiíèòè
óìîâîþ iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ ïîõiäíèõ öi¹¨ ôóíêöi¨ çà îáîìà àðãóìåíòàìè
äîñòàòíüî âèñîêîãî ïîðÿäêó, àëå ó öüîìó ðàçi íåñêií÷åííi ðîçêëàäè H(")
òà TH(") ñëiä çàìiíèòè àñèìïòîòè÷íèìè âèðàçàìè ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Öå
òâåðäæåííÿ óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà íåñêií÷åííî-âèìiðíèé âèïàäîê, ùî îõîïëþ¹
ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ
(äèâ., íàïð., [7,8]).
Äàëi ìè çîñåðåäèìîñÿ íà ïðàêòè÷íèõ ïðèéîìàõ, ùî äîçâîëÿþòü áóäóâàòè
ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.3) ó âèãëÿäi ðîçêëàäiâ çà ìàëèì ïàðàìåòðîì.
3.2. Êîìïëåêñíà ôîðìà ðiâíÿííÿ íåëiíiéíèõ êîëèâàíü
Â ï. 2.3. áóëî ïîêàçàíî, ÿê ìîæíà äèíàìi÷íó ñèñòåìó â îêîëi ôîêóñà ïîäàòè â
êîìïëåêñíîìó âèãëÿäi (2.14); öåé âèãëÿä ¹ çðó÷íèì äëÿ ïåðåõîäó äî íîðìàëüíî¨
ôîðìè Ïóàíêàðå, ÿêó îçíà÷åíî íèæ÷å. Òóò ðîçãëÿíåìî çâåäåííÿ äî êîìïëåêñíî¨
ôîðìè áiëüø äîêëàäíî äëÿ ðiâíÿííÿ íåëiíiéíîãî îñöèëÿòîðà ç òåðòÿì  ðiâíÿííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî îäíîâèìiðíî¨ çìiííî¨ x 2 R1
x+ 2 _x+ !20x = '( _x; x); (3.5)
äå ïðàâà ÷àñòèíà '( _x; x)  O( _x2 + !20x2) ìiñòèòü íåëiíiéíi ÷ëåíè2. Äàëi íàñ
öiêàâèòèìóòü âëàñòèâîñòi öüîãî ðiâíÿííÿ çà ìàëèõ  =  , ïðè÷îìó çíàê öi¹¨
âåëè÷èíè (çíàê òåðòÿ) ìîæå áóòè ÿê âiä'¹ìíèì, òàê i äîäàòíèì. Çðó÷íî ââåñòè
!2 = !20   2, òîäi ëiâà ÷àñòèíà (3.5) ïðèéìà¹ âèãëÿä
x  2 _x+ (!2 + 2)x = d
dt
( _x  x)   ( _x  x) + !2x: (3.6)
Ùîá îòðèìàòè ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ââåäåìî
2Ðîçãëÿä àíàëîãi÷íèé, ÿêùî ðîçêëàä ' ïî÷èíà¹òüñÿ ç âåëè÷èí áiëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó
ìàëîñòi.
42
y =   _x  x
!
;
çâiäêè ìà¹ìî
_x = x  !y ; (3.7)
à (3.5) ç óðàõóâàííÿì (3.6) ïðèéìà¹ âèãëÿä
_y = !x+ y   1
!
'(x  !y; x) : (3.8)
Ñèñòåìà (3.7), (3.8) ïðåäñòàâëÿ¹ ðiâíÿííÿ, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè â êîìïëåêñíié
ôîðìi:
_z = z + g(z; z; ); (3.9)
äå  = () + i!(), òà g(z; z; ) =   i!'(x  !y; x) =   i!'
 
 z+z2   ! z z2i ; z+z2

.
Äàëi ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ âèïàäîê, êîëè ìîæíà çàïèñàòè ðîçêëàä
g(z; z; ) =
X
2m+n
gmn()z
mzn + ::::; (3.10)
äå z = x+iy - êîìïëåêñíà çìiííà, z = x iy,  = (). Çâè÷àéíó ôîðìó ðiâíÿíü
äðóãîãî ïîðÿäêó îòðèìó¹ìî ïiñëÿ âiääiëåííÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèíè â (3.9), à
çâ'ÿçîê çìiííèõ çäiéñíþ¹òüñÿ çà ôîðìóëàìè x = z+z2 ; y =
z z
2i .
Âïðàâà. Çàïèñàòè êîìïëåêñíó ôîðìó ðiâíÿííÿ (3.7), (3.8) äëÿ âèïàäêiâ.
a)'( _x; x) =  _xx; b)'( _x; x) =  _xx2:
Ðîçãëÿíåìî (à). Âðàõîâóþ÷è (3.9)
g(z; z; ) =   i
!
'(x  !y; x) =   i
!
'


z + z
2
  !z   z
2i
;
z + z
2

_x = x  !y;
òîìó
g =   i
!



z + z
2
  !z   z
2i

z + z
2

=

4
 
z2   z2  i
4!
(z + z)
2
3.3. Çâåäåííÿ êîìïëåêñíî¨ ñèñòåìè äî íîðìàëüíî¨ ôîðìè
Ïóàíêàðå.
3.3.1. Äàëi íàñ öiêàâèòèìå ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi òî÷êè áiôóðêàöi¨ () =
0. Ââàæà¹ìî, ùî ñèñòåìà çàëåæèòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà  ç áiôóðêàöiéíèì
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çíà÷åííÿì  = 0. Íàðîäæåííÿ öèêëó âiäáóâà¹òüñÿ â îêîëi òî÷êè ñïîêîþ, òîáòî
íåëiíiéíîñòi â ðiâíÿííÿõ ñèñòåìè òàêîæ ¹ ìàëèìè. Àëå íåõòóâàòè íèìè íå ìîæíà,
îñêiëüêè ñàìå âîíè âèçíà÷àþòü ïàðàìåòðè öèêëó, ùî âèíèêà¹ ïðè ïåðåõîäi 
÷åðåç áiôóðêàöiéíå çíà÷åííÿ.
Ïðèïóñêàòèìåìî !(0) = !0 > 0, (0) = 0,0(0) 6= 0. Ïîçíà÷èìî () = () +
i!().
Íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Ïóàíêàðå ïîðÿäêó 2N + 1 íàçèâàòèìåìî
êîìïëåêñíå ïðåäñòàâëåííÿ äâîâèìiðíî¨ ñèñòåìè ó âèãëÿäi:
_ = () +
NX
j=1
fj() jj2j + '2N+2(; ; ); (3.11)
äå â '2N+2 çiáðàíî ñòåïåíi âèùi çà 2N + 1; ìè îáìåæèìîñÿ âàðiàíòîì, êîëè
'2N+2  jj2N+2.
Íîðìàëüíà ôîðìà Ïóàíêàðå öiêàâà òèì, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ (3.11) íàáëèæåíèé
àíàëiç ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi íóëÿ ïðîâîäèòüñÿ äóæå ïðîñòî. Ôàêòè÷íî
öåé àíàëiç çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç îäíi¹þ çìiííîþ. Ðiâíÿííÿ
(3.9) ùå íå âiäïîâiäà¹ ôîðìi (3.11), îñêiëüêè â ïðàâié ÷àñòèíi íåëiíiéíîñòi (3.10)
ìiñòÿòü ÷ëåíè zmzn ç äîâiëüíèìè ñòåïåíÿìè. Äàëi áóäå ïîêàçàíî, ÿê ïîáóäóâàòè
íîðìàëüíó ôîðìó Ïóàíêàðå, âèõîäÿ÷è ç (3.9).
3.3.2. Ïîáóäó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ âèäó
z =  + (; ); (3.12)
ÿêå ïåðåâîäèòü ñèñòåìó (3.9) äî ðiâíÿííÿ â íîðìàëüíié ôîðìi Ïóàíêàðå (3.11).
Ïiäêðåñëèìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ áóòè ðåãóëÿðíèì çà ïàðàìåòðîì  â îêîëi
òî÷êè áiôóðêàöi¨  = 0, òîáòî çà  = Re! 0.
Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.12) â (3.9) ìà¹ìî
_ +
@
@
_ +
@
@ 
_ =  + + g
 
 + ;  + 

: (3.13)
Öå ðiâíÿííÿ ñëiä ðîçãëÿäàòè ðàçîì iç ñâî¨ì êîìïëåêñíèì ñïðÿæåííÿì, ÿêå
ñêëàäà¹, ðàçîì iç (3.13), ñèñòåìó äâîõ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü _; _. Éîãî
ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè çà äîïîìîãîþ iòåðàöié, ïåðåïèñàâøè (3.13) ó ôîðìi
_ =  + + g
 
 + ;  + 
  @
@
_ +
@
@ 
_

: (3.14)
Çîêðåìà, ïåðøà iòåðàöiÿ (ç òî÷íiñòþ äî ëiíiéíèõ ÷ëåíiâ) äà¹
_ = ;
äðóãà
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_ =  + + g
 
 + ;  + 
   @
@
+ 
@
@ 

; (3.15)
i òàê äàëi. Çáiæíiñòü ïðîöåäóðè çàáåçïå÷åíà ìàëîþ âåëè÷èíîþ íåëiíiéíèõ
ïîïðàâîê. Ç âèãëÿäó iòåðàöié âèäíî, ùî ðiâíÿííÿ, ðîçâ'ÿçàíå âiäíîñíî _, ìàòèìå
âèãëÿä
_ = () +(; ; ) ; (3.16)
äå (; ; ) ìiñòèòü óñi íåëiíiéíi äîäàíêè. Çàóâàæèìî, ùî êîëè (; ) ìà¹ âèãëÿä
(; )  P
m+n=L
mn 
m n (äëÿ öiëîãî L > 1), òî ÷ëåíè ïîðÿäêó L âèíèêàþòü
ó äðóãié iòåðàöi¨, à ïîäàëüøi iòåðàöi¨ çàëèøàþòü öi ÷ëåíè íåçìiííèìè. Òàêèì
÷èíîì, âèáið (; ) äëÿ ëiêâiäàöi¨ ÷ëåíiâ ïåâíîãî ïîðÿäêó ìîæíà ðîáèòè íà îñíîâi
(3.15).
Íàøà çàäà÷à  çâåñòè ðiâíÿííÿ äî íîðìàëüíî¨ ôîðìè Ïóàíêàðå, òîáòî
îòðèìàòè
(; ; ) = 2N+2(; ; ) 
NX
j=1
fj()jj2j + '2N+2(; ; ); (3.17)
äå â '2N+2 çiáðàíî ÷ëåíè áiëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó ïî ; , ïî÷èíàþ÷è ç 2N + 2.
Çàìiíó çìiííèõ (3.12), ùî ïðèâîäèòü äî (3.17), çðó÷íî øóêàòè ÿê
ñóïåðïîçèöiþ ïîñëiäîâíèõ çàìií ïîäiáíîãî òèïó, òàêèõ, ùî êîæíà òàêà çàìiíà
ïîçáàâëÿ¹ âèõiäíi ðiâíÿííÿ ñïî÷àòêó ÷ëåíiâ äðóãîãî ïîðÿäêó, ïîòiì òðåòüîãî
(çà âèíÿòêîì òèõ, ùî ôiãóðóþòü ó ôîðìi Ïóàíêàðå), ïîòiì ÷åòâåðòîãî i ò.ä. Íà
êîæíîìó òàêîìó êðîöi äëÿm+n = L (L öiëå) ìàòèìåìî âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ
ðîçêëàäó ôóíêöi¨ , à òàêîæ êîåôiöi¹íòiâ fj ó ôîðìi Ïóàíêàðå, ÷åðåç âiäîìi
êîåôiöi¹íòè gmn ç (3.10).
Ïîêàæåìî öå ïî iíäóêöi¨. Íåõàé ìà¹ìî ôîðìó Ïóàíêàðå ïîðÿäêó N  1, òîáòî
â ðiâíÿííi (3.9)
g(z; z) =
N 1X
k=1
ck zjzj2k +
X
m+n=2N
 mn z
m zn + g1(z; z); (3.18)
äå â g1 çiáðàíî ÷ëåíè ïîðÿäêó  2N + 1; óñi êîåôiöi¹íòè ìîæóòü çàëåæàòè âiä
ïàðàìåòðà ; N  1.
(à) Íà ïåðøîìó êðîöi øóêà¹ìî (; ) ó âèãëÿäi
 
X
m+n=2N
mn 
m n:
äå êîåôiöi¹íòè mn âèáåðåìî òàê, ùîá çíèùèòè ÷ëåíè ïîðÿäêó 2N â (3.16). ßê
áóëî çàçíà÷åíî, äëÿ öüîãî äîñèòü ðîçãëÿäàòè äðóãó iòåðàöiþ, òîáòî (3.15).
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Âðàõîâóþ÷è ïîðÿäîê ÷ëåíiâ , ó (3.15) ìîæíà çàïèñàòè
g
 
 + ;  + 

= g
 
; 

+ :::;
äå êðàïêè îçíà÷àþòü ÷ëåíè áiëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó, ïî÷èíàþ÷è ç 2N + 1.
Ùîá ïðàâà ÷àñòèíà (3.15) íå ìiñòèëà ÷ëåíiâ ïîðÿäêó 2N , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî
çíèùèòè òàêi ÷ëåíè ó âèðàçi
g
 
; 

+  

 @@ +
 @
@ 

=
=
N 1P
k=1
ck jj2k +
P
m+n=2N
 mn
m n + g1 +  

 @@ +
 @
@ 

+ :::
Çâiäñè 

@
@
+ 
@
@ 

   =
X
m+n=2N
 mn
m n; (3.19)
ùî äà¹ óìîâó íà êîåôiöi¹íòè
mn =
 mn
(m  1) + n ; m+ n = 2N: (3.20)
Ñóìà
N 1P
k=1
ck jj2k çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ.
Âiäçíà÷èìî, ùî ïðè ! 0 çíàìåííèê â (3.20) ¹ ðåãóëÿðíèì
(m  1) +   n = (m  1 + n) + i!(m  1  n) =
= (2N   1) + i!(2m  1  2N)! i!(0)(2m  1  2N) 6= 0:
Ìè îòðèìàëè ðiâíÿííÿ (3.16), äå
(; ; ) = 2N+1(; ; ) 
N 1X
j=1
cj()jj2j + '2N+1(; ; ); (3.21)
äå '2N+1 ìiñòèòü ÷ëåíè ïîðÿäêó  2N + 1. Òåïåð òóò òðåáà ëiêâiäîâóâàòè ÷ëåíè
íàñòóïíîãî (íåïàðíîãî) ïîðÿäêó, çà âèíÿòêîì  jj2N = N+1N .
(á) Ïiñëÿ åòàïó (à) òà ïåðåïîçíà÷åííÿ ó ùîéíî îòðèìàíèõ ðiâíÿííÿõ (3.21) òà
(3.16)  ! z ìà¹ìî ñïðàâó ç íîâèì ðiâíÿííÿì (3.9), äå çàìiñòü (3.18)
g(z; z) =
N 1X
k=1
ck zjzj2k +
X
m+n=2N+1
 mnz
mzn + '2N+1(z; z);
à â '2N+1 òåïåð çiáðàíî ÷ëåíè ïîðÿäêó > 2N+1. Øóêà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ
ó âèãëÿäi (3.12)
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 
X
m+n=2N+1
mn
m ; (3.22)
ïðè÷îìó ïðè m = N + 1 ; n = N êîåôiöi¹íò N+1;N = 0.
Àíàëîãi÷íi äî (à) ìiðêóâàííÿ äàþòü çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ çãiäíî äî (3.20)
ïðè m + n = 2N + 1. Ïðè÷îìó ¹äèíèé âèïàäîê, ùî ìîæå äàâàòè îñîáëèâiñòü ó
çíàìåííèêó (3.19) ïðè ! 0, ÿêèé âiäïîâiäà¹ m = N +1 ; n = N , ìè âèêëþ÷èëè.
Òàêèì ÷èíîì,
mn = 'mn[(m  1) + n] 1; m+ n = 2N + 1; n 6= N; (3.23)
ùî ëiêâiäó¹ ÷ëåíè ïîðÿäêó 2N + 1, çà âèíÿòêîì ÷ëåíà  N+1;NN+1 N . Ìè
îòðèìàëè ðiâíÿííÿ âèäó (3.16), äå
(; ; ) = 2N+2(; ; ) 
NX
j=1
fj()jj2j + '2N+2(; ; ); (3.24)
fj() = cj(); j = 1; :::; N   1; fN () =  N+1;N (): (3.25)
Òàêèì ÷èíîì, ç íîðìàëüíî¨ ôîðìè Ïóàíêàðå ïîðÿäêó N   1 (3.18) îòðèìàíî
ôîðìó ïîðÿäêó N , ùî é áóëî òðåáà äîâåñòè.
3.3.3. Ïîáóäó¹ìî ôîðìóëè äëÿ îòðèìàííÿ ïàðàìåòðiâ öèêëó â îêîëi òî÷êè
áiôóðêàöi¨.
Ðîçãëÿíåìî ñêîðî÷åíó ñèñòåìó,
_ = () +
NX
j=1
cj() jj2j ; (3.26)
ÿêó îòðèìó¹ìî ç (3.11) øëÿõîì âiäêèäàííÿ ÷ëåíiâ ñòàðøèõ ïîðÿäêiâ.
Ç (3.26) çâiäñè äëÿ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨  = rei', r = jzj, ìà¹ìî
dr2
dt
=
d
dt
() = _ +  _ = 2 r2 + 2
[L=2]X
j=1
Re cj r
2j+2;
àáî
dr
dt
=  r +
NX
j=1
Re cj r
2j+1; : (3.27)
Ïðè 0(0) > 0 çà  > 0 ìà¹ìî  > 0. Íåõàé Re c1 (0) < 0, òîäi äëÿ äåÿêîãî
ìàëîãî r ïðàâà ÷àñòèíà (3.27) îáåðòà¹òüñÿ íà íóëü:
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+
NX
j=1
Re cj r
2j = 0 : (3.28)
Âiäïîâiäíî, çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó, íà ÿêîìó
ïðàâà ÷àñòèíà (3.19) äîðiâíþ¹ íóëþ. Ó ïëîùèíi êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨  = rei'
öå âiäïîâiäàòèìå ðàäióñó êîëà
r = rc 

  
0(0)
Re c1 (0)
1=2
;
Áiëüø òî÷íî rc ìîæíà îòðèìàòè ç ðiâíÿííÿ (3.28).
Îñêiëüêè ìè ïðàöþ¹ìî iç ñêîðî÷åíîþ ñèñòåìîþ, öå  òàêîæ íàáëèæåíå
ñïiââiäíîøåííÿ, îòðèìàíå ïiñëÿ âiäêèäàííÿ ÷ëåíiâ ïîðÿäêó  2N + 2. Àëå ñëiä
ïàì'ÿòàòè, ùî ïîðÿäîê ôîðìè Ïóàíêàðå, à ç íèì i ïîðÿäîê âiäêèíóòèõ ÷ëåíiâ,
ìîæíà çðîáèòè ÿê çàâãîäíî âåëèêèì.
Äëÿ ðîçâ'ÿçêó ñêîðî÷åíî¨ ñèñòåìè ç r = rc, äèôåðåíöiþþ÷è  = rei'
ç óðàõóâàííÿì (3.17),(3.28), ìà¹ìî ÷àñòîòó îáåðòàííÿ ïî êîëó â êîìïëåêñíié
ïëîùèíi
d'
dt
= !() +
NX
j=1
Im cj() r
2j :
Öåé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ çà  > 0 i ¹ ñòiéêèì. Îñòàíí¹ âèïëèâà¹ ç ðîçãëÿäó çíàêó
ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3.27) çà r > rc òà r < rc.
Ó âèõiäíèõ êîîðäèíàòàõ x; y, ïåðåõiä äî ÿêèõ îòðèìó¹ìî ÷åðåç çâ'ÿçîê (3.12)
ìiæ êîìïëåêñíèìè çìiííèìè z òà , òðà¹êòîðiÿ áóäå äåùî âiäðiçíÿòèñÿ âiä êîëà
çàâäÿêè ìàëèì (çà ìàëèõ ) íåëiíiéíèì ïîïðàâêàì, ùî ¨õ ïðåäñòàâëÿ¹ ôóíêöiÿ 
ç (3.12); àëå, çâè÷àéíî, öå òàêîæ áóäå çàìêíåíà ñòiéêà òðà¹êòîðiÿ, òîáòî ñòiéêèé
öèêë.
ßêùî Re c1 (0) > 0, òî àíàëîãi÷íèé ðîçãëÿä ïîêàçó¹, ùî öèêë iñíóâàòèìå ïðè
 < 0, àëå ó öüîìó ðàçi âií áóäå íåñòiéêèì.
Çàóâàæåííÿ. Â áàãàòüîõ çàäà÷àõ äîñèòü îáìåæèòèñÿ ãîëîâíèìè ÷ëåíàìè â
îöiíöi àìïëiòóäè ïåðøî¨ ãàðìîíiêè, òîáòî ðàäióñó ãðàíè÷íîãî öèêëó rc. Öå äóæå
ïðîñòî çíàéòè, ÿêùî â (3.9) ðîçêëàä (3.10) ïî÷èíà¹òüñÿ ç ÷ëåíiâ íåïàðíîãî
ïîðÿäêó. Íåõàé
g(z; z; ) =
P
m+n=2M+1
gmn()z
mz;n + ::::; M  1 öiëå.
Òîäi ëiêâiäàöiþ "çàéâèõ" íåëiíiéíîñòåé ïîðÿäêó 2M + 1 ìîæíà ïî÷èíàòè
âiäðàçó ç ÷àñòèíè (á) ç ðîçãëÿäó ï.3.3.3. Ç öüîãî ðîçãëÿäó âèäíî, ùî ïåðøèé
íåíóëüîâèé êîåôiöi¹íò â ôîðìi Ïóàíêàðå áóäå cM = gM+1;M () i â ñêîðî÷åíié
ñèñòåìi ìàòèìåìî
_ = () + gM+1;M ()jj2M :
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Âiäïîâiäíî, ðàäióñ ãðàíè÷íîãî öèêëó íàáëèæåíî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
+Re(gM+1;M ) r
2M
c = 0:
3.4. Iñíóâàííÿ öèêëiâ äëÿ òî÷íî¨ ñèñòåìè (3.11)
Ðåçóëüòàò ùîäî iñíóâàííÿ öèêëó äëÿ ñêîðî÷åíî¨ ñèñòåìè (3.26) íàâîäèòü íà äóìêó
ïðî àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòi òî÷íîãî ðiâíÿííÿ (3.11). Äëÿ òîãî, ùîá ïîøèðèòè
îòðèìàíi ðîçêëàäè íà âèïàäîê (3.11), òðåáà äîâåñòè, ùî öèêëè òà âiäïîâiäíi
ðîçêëàäè äiéñíî iñíóþòü çà óñiõ  â îêîëi íóëÿ. Êîðîòêî îêðåñëèìî, ÿê äîâåñòè
iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà ôóíêöi¨ (").
Â ðiâíÿííi (3.11) çðîáèìî çàìiíó  = ", ïiñëÿ ÷îãî âîíî ïðèéìà¹ âèä
_ = () +
NX
j=1
"2jfj() jj2j + "2N+1 ~ (; ; ; "); (3.29)
äå ôóíêöiþ ~ çà äîñèòü çàãàëüíèõ óìîâ ìîæíà ââàæàòè äîñòàòíüî ãëàäêîþ çà
óñiìà àðãóìåíòàìè. Íàãàäà¹ìî, ùî () = () + i!(), !0  !(0) > 0, (0) = 0,
0(0) 6= 0.
Çà " = 0 ðiâíÿííÿ (3.29) çâîäèòüñÿ äî
_ = () (3.30)
Çà  = 0; " = 0 òðà¹êòîðiÿ ðîçâ'ÿçêó (3.30)  öå êîëî  = cos(!0t) + i sin(!0t)],
ïðè÷îìó çà ìàëèõ  òðà¹êòîðiÿ (3.30) çà ñêií÷åííèõ t ìàëî âiäðiçíÿòèìåòüñÿ âiä
öüîãî êîëà.
Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê (t; "; ) ðiâíÿííÿ (3.29), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ïî÷àòêîâîþ
óìîâîþ (0; "; ) = 1. Çà " = 0 i äîñèòü ìàëîìó  ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ  =
(t; 0; ) = et[cos(!t) + i sin(!t)] ïåðåòèíà¹ äiéñíó âiñü ïðè t = T0()  2=!() 
2=!0, òîáòî Im (T0(); 0; )  0. Çàóâàæèìî, ùî ïðè öüîìó Im _(t; 0; )  !0 >
0. Çà óìîâè ãëàäêîñòi Im (t; "; ), â ñèëó òåîðåìè ïðî íåÿâíó ôóíêöiþ iñíó¹
ðîçâ'ÿçîê t = T ("; ) ðiâíÿííÿ Im (t; "; ) = 0.
Ïîêëàäåìî F ("; ) = (T ("; ); "; ). Òåïåð çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá
çàìêíóòè òðà¹êòîðiþ ïðè t = T ("; ) äëÿ êîæíîãî ", òîáòî ïiäiáðàòè òàêå
 = ("), ùî F ("; ) = 1. Çíîâ ìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ íåÿâíî¨ ôóíêöi¨, ïðè÷îìó
ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ iñíó¹ çà " = 0: öå, î÷åâèäíî,  = 0. Çà " = 0
ìà¹ìî Re (T0(); "; )  exp[()T0()], çâiäêè, çà íåïåðåðâíiñòþ â îêîëi òî÷êè
" = 0;  = 0 îöiíþ¹ìî @F=@  20(0)=!0 6= 0. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ôóíêöiÿ
 = ("), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ïîñòàâëåíi óìîâè. Ïîäàëüøèé àíàëiç ðiâíÿííÿ äëÿ öi¹¨
ôóíêöi¨ äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè ¨¨ âëàñòèâîñòi ãëàäêîñòi òà ïåðøi ÷ëåíè ðîçêëàäó
çà ïàðàìåòðîì ". À ñàìå, îçáðî¹íi ðåçóëüòàòîì ïðî iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó, ìîæíà ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó i îòðèìàòè
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ñïiââiäíîøåííÿ, àíàëîãi÷íå (3.28). Äëÿ ðiâíÿííÿ (3.29), îòðèìàíå ïiñëÿ çàìiíè
 = " òà r = jj = ", â òàêèé ñïîñiá äiñòà¹ìî
0(0)+ :::+
X
j1
"2jRefj() + ::: = 0;
òóò âðàõîâàíî (0) = 0; 0(0) 6= 0. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà
ïîáóäóâàòè àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè äëÿ (") äî ïîòðiáíîãî ïîðÿäêó.
Ïðèêëàä: ñòiéêiñòü öèêëi÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi òî÷êè áiôóðêàöi¨.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ íåëiíiéíîãî îñöèëÿòîðà ç òåðòÿì
x+ 2 _x+ !20x = '( _x; x); (3.31)
ç êóái÷íîþ íåëiíiéíiñòþ '( _x; x) =  _xx2 òà ç'ÿñó¹ìî óìîâè iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ
êîëèâàíü çà ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà  =  . Äàëi îáìåæèìîñÿ ðîçêëàäàìè äî
òðåòüîãî ïîðÿäêó çà âåëè÷èíàìè _x; x.
Çãiäíî ç ï.3.2, ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè y =   _x x! , !2 = !20   2, ðiâíÿííÿ ðóõó
íåëiíiéíîãî îñöèëÿòîðà çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè
_x = x  !y ; (3.32)
_y = !x+ y   
!
(x  !y) x2 ; (3.33)
äå âðàõîâàíî, ùî '( _x; x) =  _xx2 =  (x  !y) x2.
Çâåäåìî äî êîìïëåêñíî¨ ôîðìè: x = z+z2 ; y =
z z
2i ;  = + i!,
_z = z + g(z; z; ); (3.34)
g(z; z; ) =   i
!
'( _x; x) =   i
!
 (x  !y) x2:
Àíàëiç iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðîâîäèòüñÿ íà îñíîâi ðîçãëÿäó
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷ëåíiâ â ðîçêëàäàõ ïî z; z. Äëÿ âèðiøåííÿ ïèòàííÿ ïðî
ñòiéêiñòü öèêëó, ùî íàðîäæó¹òüñÿ, îñíîâíó ðîëü âiäiãðàþòü êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó
ïî z; z ïðè  = 0:
g(z; z; 0) =

8
 
z2   z2 (z + z) = 
8
 
z3 + z2z   zz2   z3 : (3.35)
Çà äîïîìîãîþ çàìiíè (3.12) çâîäèìî ðiâíÿííÿ äî êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåííÿ
íîðìàëüíî¨ ôîðìè Ïóàíêàðå (3.11). Çàâäÿêè òîìó, ùî íåëiíiéíi ÷ëåíè â g(z; z; )
ïî÷èíàþòüñÿ ç òðåòüîãî ïîðÿäêó, øóêà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ (3.12) ó âèäi z =  +
30
3 + 12
2 + 03 
3 + ::: (íàãàäà¹ìî, ùî ñëiä ïîêëàñòè 21 = 0). Ôîðìà (3.11)
ìà¹ âèä
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_ = () + c1()jj2 + :::; (3.36)
äå êîåôiöi¹íò c1()  c1(0) = =8 âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî äî (3.20). Êîåôiöi¹íòè
mn ïðè m 6= n + 1, ùî ìîæíà âèçíà÷èòè ç (3.17), â ïîðÿäêó m + n = 3, ùî
ðîçãëÿäà¹òüñÿ, íå âïëèâàþòü íà âèçíà÷åííÿ c1() i, òàêèì ÷èíîì, íà iñíóâàííÿ
òà ñòiéêiñòü ãðàíè÷íîãî öèêëó, îáóìîâëåíó çíàêîì öi¹¨ âåëè÷èíè. Çà  < 0 ïðè
 > 0 â ïëîùèíi êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨  = rei' ìà¹ìî ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë
ó âèãëÿäi êîëà ç ðàäióñîì rc  [ 8=]1=2 i ïåðiîäîì T  2=!()  2=!0. Çà
 > 0 ïðè  < 0 ìà¹ìî íåñòiéêèé öèêë â îêîëi ñòiéêîãî ôîêóñà.
Âïðàâà. Ïðîàíàëiçóâàòè ñèñòåìó
x  2 _x(1  x2) + !2x = 0 ;
çà ìàëèõ  > 0; çíàéòè íàáëèæåíå çíà÷åííÿ àìïëiòóäè êîëèâàíü, ùî âiäïîâiäà¹
ñòiéêîìó ãðàíè÷íîìó öèêëó ïðè  ! 0; âèçíà÷èòè âíåñîê òðåòüî¨ ãàðìîíiêè â
ïåðøîìó ïîðÿäêó ïî .
Âiäïîâiäü: x(t) = r cos(') + q sin(3'), äå r  2, q   =(2!); ' = !t+ const.
3.5. Çâåäåííÿ íà öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä
Ðîçãëÿíåìî n-âèìiðíó ñèñòåìó
_x = Ax+ f(x); x 2 RN ; (3.37)
äå âèäiëåíî ìàòðèöþ ëiíåàðèçàöi¨ A òà íåëiíiéíó ÷àñòèíó f 2 Ck+1 â îêîëi
îñîáëèâî¨ òî÷êè x = 0: f(0) = 0 i Df(0) = 0; òóò i äàëi Df  f@fi(x)=@xjg.
Âèçíà÷åííÿ öåíòðàëüíîãî ìíîãîâèäó ïîäàíî â ï.2.1.4; öå iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç îñîáëèâó òî÷êó i ¹ äîòè÷íèì äî iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó
EC ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè.
Âiäîìà òåîðåìà ïðî öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä (äèâ., íàïð., [7]), çãiäíî ç
ÿêîþ â îêîëi îñîáëèâî¨ òî÷êè ñèñòåìè (3.37) iñíóþòü ñòiéêèé, íåñòiéêèé i
öåíòðàëüíèé ìíîãîâèäè WSloc, W
U
loc,W
C
loc, âiäïîâiäíî êëàñiâ C
k+1; Ck+1; Ck, ùî
¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ôàçîâîãî ïîòîêó ñèñòåìè (3.37) i ¹ äîòè÷íèìè äî
iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè ES ,EU ,EC . Çâåðíåìî óâàãó, ùî
ïîðÿäîê ãëàäêîñòi WCloc â öié òåîðåìi ìåíøèé, íiæ ïîðÿäîê ãëàäêîñòi âèõiäíîãî
ðiâíÿííÿ. ßêùî, íàïðèêëàä, ïðàâà ÷àñòèíà (3.37) ¹ àíàëiòè÷íîþ, òî àíàëiòè÷íîãî
ìíîãîâèäó ìîæå é íå iñíóâàòè. Íà âiäìiíó âiä ñòiéêîãî òà íåñòiéêîãî ìíîãîâèäiâ,
ùî âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî, öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä âèçíà÷åíèé íå ¹äèíèì
÷èíîì. Òîìó, êîëè éäåòüñÿ ïðî öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä, òðåáà ðîçóìiòè, ùî òóò
âèáðàíî îäèí ç ìíîæèíè òàêèõ ìíîãîâèäiâ.
Òåîðåìà 3 (Øîøèòàéøâèëè, 1975). Íåëiíiéíà ñèñòåìà â îêîëi
3Øîøèòàéøâèëè À. Í. Áèôóðêàöèè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà âåêòîðíîãî ïîëÿ âáëèçè îñîáîé
òî÷êè. // Òð. ñåìèíàðîâ èì. È. Ã. Ïåòðîâñêîãî.  1975.  Âûï 1.  Ñ. 279309.
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íåãiïåðáîëi÷íî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè òîïîëîãi÷íî eêâiâàëåíòíà ñèñòåìi:
_x = X(x); x 2WSloc;
_y =  y y 2 ES ;
_z = z; z 2 EU ;
äå X(x) ¹ îáìåæåííÿì âåêòîðíîãî ïîëÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè íà öåíòðàëüíèé
ìíîãîâèä.
Çàóâàæèìî, ùî îêië îñîáëèâî¨ òî÷êè ìîæíà òàêèì ÷èíîì ðîçãëÿäàòè ÿê
ïðÿìèé äîáóòîê áàãàòîâèìiðíîãî ñiäëà òà îáìåæåííÿì âåêòîðíîãî ïîëÿ âèõiäíî¨
ñèñòåìè íà öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä. Â ðàçi íåãiïåðáîëi÷íî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè
óñÿ íåòðèâiàëüíà äèíàìiêà ïîáëèçó öi¹¨ òî÷êè çîñåðåäæåíà íà öåíòðàëüíîìó
ìíîãîâèäi.
Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
_x = x2; _y = y;
ìàòðèöÿ ëiíåàðèçàöi¨ A =

0 0
0 1

, îñîáëèâà òî÷êà x = 0; y = 0;
EU = span

0
1

; EC = span

1
0

:
Ìà¹ìî î÷åâèäíèé ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ïðè x  0: y(t) = ety(0); âiäïîâiäíà
êðèâà óòâîðþ¹ WUloc, ùî ñïiâïàäà¹ ç E
U .
Ïðè x 6= 0 íåëiíiéíó ñèñòåìó ìîæíà ïðîiíòåãðóâàòè:
dy
dx
=
y
x2
! y(x) = y(x0) exp

1
x0
  1
x

:
Î÷åâèäíî, äëÿ áóäü-ÿêîãî x0 > 0 óñi öi êðèâi äîòèêàþòüñÿ äî îñi. Áóäü-ÿêà
òàêà êðèâà, çøèòà ÷åðåç íóëü ç ïðÿìîþ y = 0 çà x < 0, ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ
ÿê WCloc. Çâåðíåìî óâàãó, ùî êðèâi y(x) íå ¹ àíàëiòè÷íèìè â íóëi, õî÷à âèõiäíà
ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ àíàëiòè÷íîþ.
Äàëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òàêi ïðèïóùåííÿ.
Íåõàé ó ñèñòåìi (3.37) ìàòðèöÿ ëiíåàðèçàöi¨ A òà íåëiíiéíà ÷àñòèíà f
çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà , ïðè÷îìó òî÷êà x = 0 ¹ îñîáëèâîþ äëÿ óñiõ  :
f(0; ) = 0 i Df(0; ) = 0. Íåõàé ìàòðèöÿ ëiíåàðèçàöi¨ A ñèñòåìè (3.1.3)
ìà¹ ïàðó êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ âëàñíèõ ÷èñåë
1() = () + i! ()
df
=(); 2() = ();
äå! (0) = !0 > 0; (0) = 0; 0(0) 6= 0, à iíøi N-2 âëàñíèõ ÷èñåë ìàþòü âiä'¹ìíi
äiéñíi ÷àñòèíè.
Ìîæíà ïîêàçàòè [7], ùî çà äîïîìîãîþ íåîñîáëèâèõ çàìií öþ ñèñòåìó ìîæíà
çâåñòè äî âèäó
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_x0 = A0()x0 + f(x0; ); (3.38)
äå
A0() =
0@ ()   !() 0!() ()
0 D()
1A ;
x0 = (x1; x2; :::; xN ); D() ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi N -2, ùî ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ
3(); 4(); ::::; N () ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè Rei(0) < 0.
Ïiñëÿ ïåðåõîäó äî êîìïëåêñíî¨ ôîðìè çàìiíîþ z = x1+ix2 îòðèìà¹ìî ñèñòåìó
_z = ()z +G(z; z;w; )
w = D()w +H(z; z;w; )

; w = (x3; x4; :::; xN ) 2 RN 2; (3.39)
ç ÿêîþ ïðàöþâàòèìåìî äàëi.
Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ ïðî öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä áóëî âèùå
çôîðìóëüîâàíî äëÿ ñèñòåìè (3.37), äå íi÷îãî íå ñêàçàíî ïðî íàÿâíiñòü ïàðàìåòðà
. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ðîçãëÿäàòè óñi çíà÷åííÿ öüîãî ïàðàìåòðà â îêîëi
 = 0. Äëÿ öüîãî ìîæíà ïåðåéòè äî ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè
_z = ()z +G(z; z;w; )
_w = D()w +H(z; z;w; )
_ = 0
9=; :
Äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìàòðèöÿ ëiíåàðèçàöi¨ çà óñiìà çìiíèìè z;w;  ¹
A0 =
0BB@
0   !0 0 0
!0 0 0
0 D(0) 0
0 0 0
1CCA ;
à ëiíåàðèçîâàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ öåíòðàëüíèé ïiäïðîñòið. Ðîçøèðåíó ñèñòåìó ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi
_z = (0)z +G1(z; z;w; )
_w = D(0)z +H1(z; z;w; )
_ = 0
9=; (3.40)
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ñèñòåìè (3.40), à çíà÷èòü i äëÿ ñèñòåìè (3.39), iñíó¹
öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä  iíâàðiàíòíà ìíîæèíà âiäíîñíî ôàçîâîãî ïîòîêó öi¹¨
ñèñòåìè. Öåé ìíîãîâèä çàäà¹ìî ó âèãëÿäi
w = wC(z; z;); (3.41)
òîäi ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (3.39) ìà¹ìî
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_z = ()z + g(z; z;)
_ = 0

; (3.42)
äå
g(z; z;)  G(z; z;wC(z; z;);) : (3.43)
Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷ó çâåäåíî äî ñèñòåìè 2-ãî ïîðÿäêó, äî ÿêî¨ çàñòîñîâíèé
ðîçãëÿä ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ 3.3, 3.4.
Äàëi çîñåðåäèìîñü íà ïðàêòè÷íié çàäà÷i, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïîáóäóâàòè
ôóíêöi¨ wC(z; z;) òà g(z; z;). Ìè î÷iêó¹ìî, ùî ðîçêëàä wC(z; z;) ïî÷èíà¹òüñÿ
ç íåëiíiéíèõ ïî z; z ÷ëåíiâ. Ôóíêöi¨ G(z; z;w;) òàH(z; z;w; ) ç âèõiäíî¨ ñèñòåìè
(3.39) ââàæà¹ìî çàäàíèìè; ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ¨õ ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi
G(z; z;w;) =
=
P
m;n
m+ n  2
(
G0mn()z
mzn +
P
p
Gpmn()z
mznwp +
P
p1;p2
Gp1p2mn ()z
mznwp1wp2 + :::
)
;
H(z; z;w; ) =
=
P
m;n
m+ n  2
(
H0mn()z
mzn +
P
p
Hpmn()z
mznwp +
P
p1;p2
Hp1p2mn ()z
mznwp1wp2 + :::
)
;
w = (w1; :::; wN 2) :
Ïiäñòàíîâêà (3.41) â (3.39) ç óðàõóâàííÿì (3.42) äà¹ ðiâíÿííÿ
z
@wC
@z
+ z
@wC
@z
 D()wC = H(z; z;wC ; ) 

g
@wC
@z
+ g
@wC
@z

: (3.44)
Ôóíêöiþ wC(z; z;) øóêà¹ìî ó âèäi
wC(z; z; ) =
X
m+n2
Wmn()z
mzn; äå Wmn() =
 
W 1mn(); :::;W
N 2
mn ()
 2 RN 2
äëÿ êîæíîãî m, n.
Ëiâà ÷àñòèíà (3.44) ìà¹ âèä
z
@wC
@z
+ z
@wC
@z
 D()wC =
X
m+n2
 
[()m+ ()n]I D()Wmn()zmzn;
(3.45)
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I îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.
Ïðàâi ÷àñòèíè (3.44) ìîæíà çàïèñàòè òàê:
H(z; z;wC ; ) 

g
@wC
@z
+ g
@wC
@z

=
X
m+n2
Rmn()z
mzn;
äå âåêòîðíi êîåôiöi¹íòè Rmn() ðîçêëàäó çà ñòåïåíÿìè zm; zn îá÷èñëþþòüñÿ
÷åðåç êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó ôóíêöié G(z; z;w;) òà G(z; z;w;), à òàêîæ ÷åðåç
øóêàíi êîåôiöi¹íòè Wmn(). Ñóòò¹âî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ êîæíîãî ïîðÿäêó L =
m + n âåëè÷èíè Rmn() çàëåæàòü âiä âiä êîåôiöi¹íòiâ Wm0n0() ëèøå ïðè
m0 + n0 < L. Òîìó, ïðèðiâíþþ÷è â (3.45) êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ 
[()m+ ()n]I D()Wmn() = Rmn() ; (3.46)
ìà¹ìî çìîãó ïîñëiäîâíî îá÷èñëþâàòèWmn() äëÿ L = m+ n = 2; 3; :::. Çîêðåìà,
ïðè L = 2 ìà¹ìî Rmn() = H0mn(), îñêiëüêè iíøi äîäàíêè ïðàâié ÷àñòèíi
ðiâíÿííÿ (3.45) äàþòü âíåñîê ó áiëüø âèñîêi ïîðÿäêè ðîçêëàäó ïî zmzn. Ñëiä
òàêîæ ïðîàíàëiçóâàòè ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ (3.46) âiäíîñíî Wmn(). Ç öèì
ïðîáëåì íåìà¹, îñêiëüêè â îêîëi  = 0 ìà¹ìî ()  (0) = i!0, òîìó äiéñíi
÷àñòèíè âëàñíèõ çíà÷åíü N   2-âèìiðíèõ ìàòðèöü [()m + ()n]I   D()
âèçíà÷àþòüñÿ ëèøå ìàòðèöåþ D() i ¹ íàáëèæåíî  Rei() 6= 0 (i = 3; 4; :::; N).
Öå îñòàòî÷íî îá ðóíòîâó¹ àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ Wmn().
Ïðèêëàä.
Ðîçãëÿíåìî îñöèëÿòîðíó ñèñòåìó, â ÿêié íåëiíiéíà ÷àñòèíà çàëåæèòü âiä
äîäàòêîâîãî ïàðàìåòðà w:
x  2 _x+ !20x = '( _x;w);
_w =  w +H(x); (3.47)
äå '( _x;w) =  _xw; H(x) = x2. Äîñëiäèìî ñòiéêiñòü ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ
â îêîëi òî÷êè áiôóðêàöi¨, äå ìàëèé ïàðàìåòð  ìiíÿ¹ çíàê. Àíàëîãi÷íî ï. 3.2
ïîêëàäåìî !2 = !20   2 i çâåäåìî ðiâíÿííÿ (3.47) äî
_z = z +G(z; z; w; );
_w =  w +H   z+z2  ; (3.48)
äå çâ'ÿçîê iç âèõiäíîþ ñèñòåìîþ äà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè
z = x+ iy; y =  ( _x  x)=!;  = + i!; (3.49)
G(z; z; w; ) =   i
!
'


z + z
2
  !z   z
2i

; w

; (3.50)
'( _x;w) =  _xw; H(x) = x2:
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Çîêðåìà,
G(z; z; w; 0) = 
z   z
2
w:
Øóêà¹ìî öåíòðàëüíèé ìíîãîâèä ó âèãëÿäi
w = wC(z; z;) =
X
m;n
m+ n  2
wmn()z
mzn; (3.51)
äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî óñiì äîäàòíèì öiëèì ïàðàì m;n, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâi
m + n  2. Ùîá îòðèìàòè íîðìàëüíó ôîðìó Ïóàíêàðå (3.36) íà öåíòðàëüíîìó
ìíîãîâèäi ç òî÷íiñòþ äî ÷ëåíiâ òðåòüîãî ïîðÿäêó, â ðîçêëàäi ïî z; z äîñòàòíüî
îáìåæèìîñÿ ÷ëåíàìè äðóãîãî ïîðÿäêó (m + n = 2). Äëÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i
äîñòàòíüî çíàéòè êîåôiöi¹íòè öüîãî ðîçêëàäó çà  = 0, ùî ñïðîùó¹ ðîçðàõóíîê.
Çà  = 0 ëiâà ÷àñòèíà (3.45) ðiâíÿííÿ (3.44) ïðèéìà¹ âèä ( = i!0)
i!0

z
@w
@z
  z @w
@z

+ w =
X
m;n
m+ n = 2
([i!0m  i!0n] + 1)wmn(0)zmzn + :::;
äå êðàïêàìè ïîçíà÷åíî ÷ëåíè áiëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó. Â ïðàâié ÷àñòèíi (3.45) â
äðóãîìó ïîðÿäêó äà¹ âíåñîê ëèøå
H(x) =

4
(z + z)
2
;
òîìó ïðè  = 0 öå ðiâíÿííÿ âèãëÿäà¹ òàêX
m;n
m+ n = 2
([i!0m  i!0n] + 1)wmn(0)zmzn = 
4
(z + z)
2
:
Çâiäñè
w20(0) =

4(1 + 2i!0)
; w02(0) =

4(1  2i!0) ; w11(0) =

2
:
Çâåðíåìî óâàãó: õî÷à îêðåìi êîåôiöi¹íòè ìiñòÿòü óÿâíi ÷àñòèíè, ôóíêöiÿ wC
(3.51) çàëèøà¹òüñÿ äiéñíîþ.
Íà öåíòðàëüíîìó ìíîãîâèäi
G(z; z; w; 0) = 
z   z
2
w
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G(z; z; wC(z; z); 0) =   i!0'( _x;w) =
= 2 (z   z)

z2
4(1+2i!0)
+ z
2
4(1 2i!0) +
zz
2

=
= 
8(1+4!20)

z3(1  2i!0) + (2i!0   1  8!20)zz2 +
+(1 + 8!20 + 2i!0)z
2z   z3(1 + 2i!0)

:
(3.52)
Çàäà÷ó çâåäåíî äî äâîâèìiðíî¨ ñèñòåìè òèïó (3.34), ÿêó àíàëiçó¹ìî àíàëîãi÷íî
ï.3.4. Ðiçíèöÿ òiëüêè â iíøîìó âèäi ôóíêöi¨ g ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè: çàìiñòü (3.35)
ñëiä ïiäñòàâèòè (3.52). ßê áóëî âèäíî â ï.3.4, â ôîðìi Ïóàíêàðå (3.36) êîåôiöi¹íò
c1()  c1(0) ïðè jj2 â òî÷öi áiôóðêàöi¨ ñïiâïàäà¹ ç êîåôiöi¹íòîì ðîçêëàäó
ôóíêöi¨ g ïðè z2z; öÿ ðiâíiñòü íàáëèæåíî âèêîíó¹òüñÿ (ïðè  ! 0) i ó âèïàäêó
ôóíêöi¨ (3.52). Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî ôîðìó Ïóàíêàðå (3.36), äå
c1()  c1(0) = (1 + 8!
2
0 + 2i!0)
8(1 + 4!20)
:
Çàäà÷ó çâåäåíî äî ðîçãëÿäó ïï. 3.3, 3.4. Iñíóâàííÿ òà ñòiéêiñòü öèêëiâ â îêîëi
òî÷êè áiôóðêàöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ çíàêîì äiéñíî¨ ÷àñòèíè öüîãî êîåôiöi¹íòà. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî çà  < 0 ïðè  > 0 â îêîëi íåñòiéêîãî ôîêóñà z = 0 ìà¹ìî ñòiéêèé
ãðàíè÷íèé öèêë; çà  > 0 ïðè  < 0 ìà¹ìî íåñòiéêèé öèêë â îêîëi ñòiéêîãî
ôîêóñà.
3.6. Iíøi òèïè áiôóðêàöié
Áiôóðêàöiÿ íàðîäæåííÿ öèêëó, ÿêà ¹ äåòàëüíî âèâ÷åíîþ, çðîçóìiëî, íå âè÷åðïó¹
óñüîãî "çîîïàðêó" ÿâèù, ùî âèíèêàþòü ïðè çìiíi ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ
äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî iíøi ïðèêëàäè áiôóðêàöié,
ïî÷èíàþ÷è ç íàéáiëüø ïðîñòèõ.
Ðîçãëÿíåìî îäíîâèìiðíó (çà ÷èñëîì êîîðäèíàò) ãàìiëüòîíîâó ñèñòåìó
_x =
@H
@y
; _y =  @H
@x
; (3.53)
H(x; y) =
my2
2
+ U(x):
Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ
T =
my2
2
=
m _x2
2
;
òîìó îñîáëèâà òî÷êà çíàõîäèòüñÿ íà îñi Îõ; êîîðäèíàòè õ îñîáëèâèõ òî÷îê
çáiãàþòüñÿ ç åêñòðåìóìàìè ïîòåíöiàëó U, îñêiëüêè @H=@x = 0 = dU=dx: Â
ìiíiìóìàõ ïîòåíöiàëó ìà¹ìî ñòiéêi ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, â ìàêñèìóìàõ - íåñòiéêi.
Íåõàé
U(x) = x2=2 + x4=4: (3.54)
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Çà  > 0 ïîòåíöiàë ìà¹ îäèí ìiíiìóì, à ñèñòåìà (3.53) ìà¹ îäíó ñòiéêó òî÷êó
ðiâíîâàãè (x = 0; _x = 0)  îñîáëèâó òî÷êó òèïó "öåíòð".
Çà  < 0 öÿ òî÷êà âòðà÷à¹ ñòiéêiñòü; öå  ñiäëî, ñåïàðàòðèñè ÿêîãî
âiäïîâiäàþòü ðóõó ç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ H(x; y) = 0, âîíè âèõîäÿòü ç ñiäëà i çíîâ
ïðÿìóþòü äî íüîãî çà t ! 1. Êðiì òîãî, âèíèêàþòü äâà íîâèõ öåíòðè â òî÷êàõ
y = 0; x = p .
Ïîäiáíà áiôóðêàöiÿ ¹ ïðèêëàäîì ÷àñòî ðîçãëÿäóâàíîãî â ôiçèöi ÿâèùà
äèíàìi÷íîãî ïîðóøåííÿ ñèìåòði¨. Ïðè çìiíi çíàêó  ç äîäàòíîãî íà âiä'¹ìíèé
ñèñòåìà, ÿêà ¹ ñèìåòðè÷íîþ (çà óñiõ ) âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ x !  x, ìîæå
îïèíèòèñÿ àáî â ïðàâîìó, àáî â ëiâîìó ïîëîæåííi ðiâíîâàãè (äèâ. òæ. äàëi ï.
6.1).
Â íàñòóïíîìó ïðèêëàäi ðîçãëÿíåìî òó æ ñàìó ñèñòåìó çà íàÿâíîñòi òåðòÿ:
_x = y; _y + y =  x  x3;  > 0: (3.55)
Òóò çà  > 0 â òî÷öi (0,0) ìà¹ìî ñòiéêèé ôîêóñ, ÿêèé ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ
óñiõ òðà¹êòîðié.
Çà  < 0 öÿ òî÷êà âòðà÷à¹ ñòiéêiñòü i ñòà¹ ñiäëîì.
Êðiì òîãî, ç'ÿâëÿþòüñÿ äâà íîâèõ ñòiéêèõ ôîêóñà y = 0; x = p . Äâi
ñåïàðàòðèñè ñiäëà îïèñóþòü òðà¹êòîðiþ ÷àñòèíêè, ùî ïðÿìó¹ ïðè t ! 1 äî
ìàêñèìóìó ïîòåíöiàëó â òî÷öi x = 0, iíøi äâi  ðóõ ÷àñòèíêè, ùî çêî÷ó¹òüñÿ ç
öüîãî ìàêñèìóìó (òîáòî ïðÿìó¹ äî íüîãî ïðè t!  1).
Ó áiôóðêàöi¨ Ïóàíêàðå-Àíäðîíîâà-Õîïôà, ùî áóëà ðîçãëÿíóòà â ïîïåðåäíiõ
ïiäðîçäiëàõ, ïðè çìiíi äåÿêîãî ïàðàìåòðà ñèñòåìè ïiñëÿ âòðàòè ñòiéêîñòi ôîêóñà
ìîæå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë. Çà ïåâíèõ óìîâ ïðè ïîäàëüøié
çìiíi ïàðàìåòðà âií ìîæå ðîçãàëóæóâàòèñÿ íà íîâi ãðàíè÷íi öèêëè ç ðiçíèìè
ïàðàìåòðàìè (ïåðiîäàìè òîùî).
Ìîæëèâèé âàðiàíò, êîëè äâîâèìiðíèé öèêë ïiñëÿ áiôóðêàöi¨ òðàíñôîðìó¹òüñÿ
ó òðèâèìiðíèé ðóõ ïî ïîâåðõíi òîðà. Ïðè öüîìó ðóõ ìîæå áóòè ïåðiîäè÷íèì
÷è êâàçiïåðiîäè÷íèì (â îñòàííüîìó ðàçi òðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè ãóñòî çàïîâíþ¹
ïîâåðõíþ òîðà). Ïðîñòèé ïðèêëàä òàêî¨ áiôóðêàöi¨ äà¹ ñèñòåìà äâîõ íåçâ'ÿçàíèõ
îñöèëÿòîðiâ òèïó òèõ, ùî ðîçãëÿäàëèñÿ â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ
_z1 = 1()z1 + g(z1; z1; ); _z2 = 2()z2 + g(z2; z2; ) (3.56)
äå z1 = x+ iy; z2 = u+ iw ç ðiçíèìè çàëåæíîñòÿìè 1 = 1 + i!1; 2 = 2 +
i!2 âiä ïàðàìåòðà . Ñïiëüíà ïîâåäiíêà òðà¹êòîðié ó ÷îòèðèâèìiðíîìó ïðîñòîði
çìiííèõ fx; y; u; wg çàëåæèòü âiä òîãî, ÷è çáiãàþòüñÿ òî÷êè áiôóðêàöi¨ òà ïåðiîäè
ïåðøîãî i äðóãîãî ðiâíÿííÿ (3.56). ßêùî ïåðiîäè öèêëi÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çìiííèõ
x; y òà çìiííèõ u;w ¹ ñóìiðíèìè, ìàòèìåìî ïåðiîäè÷íèé ðóõ . Ó ðàçi íåñóìiðíèõ
ïåðiîäiâ ìàòèìåìî êâàçiïåðiîäè÷íèé ðóõ.
Iíøèé, äóæå ïîøèðåíèé, âàðiàíò áiôóðêàöi¨  êîëè ñòàðèé ãðàíè÷íèé öèêë
ïåðåõîäèòü â íîâèé ç ïîäâî¹ííÿì ïåðiîäó. Ïåðåõiä ñèñòåìè ÷åðåç òî÷êó áiôóðêàöi¨
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ìîæå âiäáóâàòèñÿ ïëàâíî ç ïîÿâîþ ñóáãàðìîíiêè ïîäâiéíîãî ïåðiîäó. Äî öüîãî
òèïó áiôóðêàöi¨ ìè ïîâåðíåìîñÿ ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.
Äîñi ìè îáìåæóâàëèñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ñèñòåìàìè, ùî ìîæíà
îïèñàòè çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè, ïðèäiëÿþ÷è óâàãó
âèíèêíåííþ ñòðóêòóð ó ÷àñîâîìó âèìiði. Ïåâíîþ ìiðîþ ìîæíà ãîâîðèòè
òàêîæ ïðî âèíèêíåííÿ ïðîñòîðîâèõ ñòðóêòóð (íàïðèêëàä, ñòiéêèõ òîðiâ
ïëîñêèõ ñòðóêòóð òîùî). Ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië òðà¹êòîðié ìîæíà âèâ÷àòè
çà äîïîìîãîþ ñòàòèñòè÷íîãî ïiäõîäó (ï.1.7), ùî îñîáëèâî åôåêòèâíèé çà
âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi ñèñòåìè. Äîñèòü øèðîêî âiäîìi ïðèêëàäè âèíèêíåííÿ
ñòðóêòóð i â íåñêií÷åííîâèìiðíèõ (êîíòèíóàëüíèõ) ñèñòåìàõ, ùî îïèñóþòü
äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, íàïðèêëàä, ó
ãiäðîäèíàìiöi. Ïðîöåñè âèíèêíåííÿ ñêëàäíèõ ñòðóêòóð (ñàìîîðãàíiçàöiÿ)
âèíèêàþòü ó âiäêðèòèõ íåëiíiéíèõ, íåðiâíîâàæíèõ ñèñòåìàõ, ÿêi ìîæóòü
îáìiíþâàòèñÿ ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì åíåðãi¹þ ÷è ðå÷îâèíîþ. Âèíèêíåííÿ
òà iñíóâàííÿ æèòòÿ òàêîæ ¹ îäíèì iç ïðîÿâiâ ñàìîîðãàíiçàöi¨. Ïðîöåñè
ñàìîîðãàíiçàöi¨ âèâ÷à¹ ñèíåðãåòèêà, ÿêà ìà¹ ñïðàâó ç ÿâèùàìè òà ïðîöåñàìè,
â ðåçóëüòàòi ÿêèõ â ñêëàäíié ñèñòåìi ìîæóòü ç'ÿâèòèñÿ âëàñòèâîñòi, ÿêèìè íå
âîëîäi¹ æîäíà ç ÷àñòèí-ïiäñèñòåì. ×èñòî òåîðåòè÷íèé àíàëiç òàêèõ ñèñòåì,
ÿê ïðàâèëî, íåìîæëèâèé, òîìó äîñëiäæåííÿ â öié îáëàñòi ñïèðàþòüñÿ íà
óçàãàëüíåííÿ ñóòî ìàòåìàòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ i åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü
äîñèòü øèðîêîãî êîëà ðiçíîìàíiòíèõ ÿâèù. Ïîíÿòòÿ áiôóðêàöi¨ òóò âiäiãðà¹
âàæëèâó ðîëü, îñêiëüêè ñàìå âîíè âèçíà÷àþòü ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ i óìîâè, çà
ÿêèõ ìîæëèâîþ ¹ ïîÿâà òi¹¨ àáî iíøî¨ ðåãóëÿðíî¨ ñòðóêòóðè.
Äî âiäîìèõ ïðèêëàäiâ âèíèêíåííÿ ïðîñòîðîâèõ ñòðóêòóð âiäíîñÿòü êîìiðêè
Ðåëåÿ  Áåíàðà, ðåàêöiÿ Áåëîóñîâà  Æàáîòiíñüêîãî.
Êîìiðêè Áåíàðà àáî Ðåëåÿ  Áåíàðà  óïîðÿäêîâàíi êîíâåêòèâíi îñåðåäêè
ó ôîðìi öèëiíäðè÷íèõ âàëiâ àáî ïðàâèëüíèõ øåñòèãðàííèõ ñòðóêòóð â øàði
â'ÿçêî¨ ðiäèíè ç âåðòèêàëüíèì ãðàäi¹íòîì òåìïåðàòóðè , òîáòî ñåðåäîâèùå
ç ðiâíîìiðíèì ïiäiãðiâîì çíèçó. Çà ïåâíîãî çíà÷åííÿ ãðàäi¹íòó òåìïåðàòóðè,
âíàñëiäîê ïiäiãðiâó â ñïî÷àòêó îäíîðiäíîìó øàði ðiäèíè ïî÷èíà¹òüñÿ äèôóçiÿ,
âíàñëiäîê ÷îãî âèíèêàþòü íåîäíîðiäíîñòi ùiëüíîñòi. Ïðè ïîäîëàííi äåÿêîãî
êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ãðàäi¹íòó, äèôóçiÿ íå âñòèãà¹ ïðèâåñòè äî îäíîðiäíîãî
ðîçïîäiëó òåìïåðàòóðè ïî îá'¹ìó. Âèíèêàþòü öèëiíäðè÷íi âàëè, ùî îáåðòàþòüñÿ
íàçóñòði÷ îäèí îäíîìó (ÿê ç÷åïëåíi øåñòåðíi). Ïðè çáiëüøåííi ãðàäi¹íòó
òåìïåðàòóðè âèíèêà¹ äðóãèé êðèòè÷íèé ïåðåõiä. Äëÿ ïðèñêîðåííÿ äèôóçi¨ êîæåí
âàë ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâà âàëè ìåíøîãî ðîçìiðó. Ïðè ïîäàëüøîìó çáiëüøåííi
êåðóþ÷îãî ïàðàìåòðà âàëè äðîáëÿòüñÿ i â ìåæi âèíèêà¹ òóðáóëåíòíèé õàîñ.
Ðåàêöi¨ Á¹ëîóñîâà  Æàáîòèíñüêîãî  êëàñ õiìi÷íèõ ðåàêöié, ùî ïðîòiêàþòü â
êîëèâàëüíîìó ðåæèìi, ïðè ÿêîìó äåÿêi ïàðàìåòðè ðåàêöi¨ (êîëið, êîíöåíòðàöiÿ
êîìïîíåíòiâ, òåìïåðàòóðà òà ií.) çìiíþþòüñÿ ïåðiîäè÷íî, óòâîðþþ÷è ñêëàäíó
ïðîñòîðîâî-÷àñîâó ñòðóêòóðó ðåàêöiéíîãî ñåðåäîâèùà. Íàðàçi ïiä öi¹þ íàçâîþ
îá'¹äíó¹òüñÿ öiëèé êëàñ ñïîðiäíåíèõ õiìi÷íèõ ñèñòåì, áëèçüêèõ çà ìåõàíiçìîì,
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àëå âîíè ðîçðiçíÿþòüñÿ êàòàëiçàòîðàìè, îðãàíi÷íèìè âiäíîâëþâà÷àìè i
îêèñëþâà÷àìè. Çà ïåâíèõ óìîâ öi ñèñòåìè ìîæóòü äåìîíñòðóâàòè äóæå ñêëàäíi
ôîðìè ïîâåäiíêè âiä ðåãóëÿðíèõ ïåðiîäè÷íèõ äî õàîòè÷íèõ êîëèâàíü i ¹
âàæëèâèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ óíiâåðñàëüíèõ çàêîíîìiðíîñòåé íåëiíiéíèõ
ñèñòåì.
Çìiíà ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè ìîæå ïðèâåñòè äî âèíèêíåííÿ õàîñó. Âiäîìèìè
ïðèêëàäàìè ¹ âèíèêíåííÿ õàîñó ÷åðåç ïîñëiäîâíiñòü áiôóðêàöié, êîëè âèíèêàþòü
ñòiéêi ïåðiîäè÷íi ÷è ìàéæå ïåðiîäè÷íi êîëèâàííÿ. Â ïðîòÿæíèõ ñèñòåìàõ
(íàïðèêëàä, â òå÷iÿõ ðiäèíè i ãàçó) ìîæëèâi ðåæèìè, êîëè õàîòè÷íà ïîâåäiíêà
ðåàëiçó¹òüñÿ â îêðåìèõ ïðîñòîðîâèõ îáëàñòÿõ, à â iíøèõ îáëàñòÿõ ìà¹ìî
ïåðiîäè÷íi ÷è ñòàöiîíàðíi òå÷i¨. Ó ñöåíàði¨ Ïîìî  Ìàíåðâiëëÿ ïðè çìiíè
ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè ìîæóòü âèíèêàòè ÿê ñòîõàñòè÷íi, òàê i ðåãóëÿðíi, ïåðiîäè÷íi,
ðåæèìè. Ïèòàííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçãëÿíóòî â íàñòóïíîìó ðîçäiëi.
3.7. Åëåìåíòè òåîði¨ êàòàñòðîô
Ïîíÿòòÿ êàòàñòðîôè4 âèíèêà¹ ïðè ðîçãëÿäi êðèòè÷íèõ òî÷îê äèôåðåíöiéîâíèõ
âiäîáðàæåíü. Êðèòè÷íîþ àáî îñîáëèâîþ òî÷êîþ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíî¨
ôóíêöi¨ (âiäîáðàæåííÿ) f : Rn ! Rm íàçûâàþòü òàêó òî÷êó x0 2 Rn,
äå ðàíã ìàòðèöi ßêîái f@fj=@xig(x0); i = 1; :::; n; j = 1; :::;m; ìåíøèé çà
ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ minfn;mg. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ çàëåæèòü âiä
äåÿêèõ ïàðàìåòðiâ  = 1; :::; P ; áóäåìî ââàæàòè, ùî çàëåæíiñòü f(x; ) ¹
ãëàäêîþ. Äåÿêi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîæóòü áóòè áiôóðêàöiéíèìè: â îêîëi öèõ
çíà÷åíü ìîæå âiäáóâàòèñÿ çìiíà ÷èñëà êðèòè÷íèõ òî÷îê ôóíêöi¨ f ÷è çìiíà
òèïó öèõ òî÷îê. Ó âèïàäêó îäíîãî ïàðàìåòðà  ìîæóòü iñíóâàòè îêðåìi òî÷êè
áiôóðêàöi¨, ÿêùî ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó ïàðàìåòðiâ P = 2 öå ìîæóòü áóòè ëiíi¨,
ÿêùî P = 3 ÷è áiëüøå  ïîâåðõíi; âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ çíà÷åííÿ
íàçèâàþòü "êàòàñòðîôi÷íèìè". Âèêîðèñòàííÿ òåðìiíó "êàòàñòðîôà", ïîâ'ÿçàíî
ç òèì, ùî ìàëi çìiíè ó ðåàëüíîìó æèòòi çà ìàëèõ âàðiàöié âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ
iíêîëè ìîæóòü ïðèçâîäèòè äî âåëüìè íåïðè¹ìíèõ íàñëiäêiâ.
Âiäîáðàæåííÿ Rn ! R. Íàéïðîñòiøi ïðèêëàäè ìîæíà íàâåñòè ó âèïàäêó
îäíi¹¨ ôóíêöi¨ âiä îäíi¹¨ ÷è äåêiëüêîõ çìiííèõ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(x; ) =
x+ x3, êîëè ïàðàìåòð  çìiíþ¹ ñâié çíàê. Ïðè ôiêñîâàíîìó  > 0 äëÿ ôóíêöi¨
f(x; ) iñíó¹ îáåðíåíà ôóíêöiÿ; âiäîáðàæåííÿ F : x ! y = F (x; ) ¹ âçà¹ìíî-
îäíîçíà÷íèì. Çà  < 0 âçà¹ìíà îäíîçíà÷íiñòü âòðà÷à¹òüñÿ, îñêiëüêè çàëåæíiñòü
y(x) íå ¹ ìîíîòîííîþ i íà iíòåðâàëi çíà÷åíü y 2 ( 2j=3j3=2; 2j=3j3=2) iñíóþòü
ðiçíi ãiëêè îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨, ùî âiäïîâiäàþòü òðüîì ðîçâ'ÿçêàì ðiâíÿííÿ y =
f(x; ) âiäíîñíî x. Öi ðîçâ'ÿçêè çëèâàþòüñÿ â îäèí ïðè ïåðåõîäi ïàðàìåòðó 
÷åðåç íóëü ó áiê âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü. Öå âæå ñõîæå íà êàòàñòðîôó! Ñóòò¹âî,
ùî ñèòóàöiÿ ÿêiñíî íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî x òà y çàçíàþòü âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèõ
4Òåðìií "êàòàñòðîôà" îòðèìàâ ïîøèðåííÿ ó 1960-õ ðîêàõ çàâäÿêè ðîáîòàì ôðàíöóçüêîãî
ìàòåìàòèêà Ð. Òîìà.
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íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü.
Iíøà òðàêòîâêà ïîâ'ÿçàíà ç iíòåðïðåòàöi¹þ f(x; ) ÿê ãðàäi¹íòó ïîòåíöiàëó
(3.54) ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, ùî ðóõà¹òüñÿ çà ðiâíÿííÿì Íüþòîíà (äèâ. ðiâíÿííÿ
3.55). Çà íàÿâíîñòi ìàëîãî òåðòÿ òî÷êà ç íåîáõiäíiñòþ ïðÿìó¹ ç ÷àñîì â
ñòàöiîíàðíèé ñòàí, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ìiíiìóìó ïîòåíöiàëó. Ïðè  > 0 ïîòåíöiàë
U(x) ìà¹ îäèí ñòiéêié ìiíiìóì, à ïðè  < 0 íà öüîìó ìiñöi ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íåñòiéêèé
ìàêñèìóì òà äâà íîâèõ ñòiéêèõ ìiíiìóìè, êóäè ñèñòåìà ïîòðàïëÿòèìå ç ÷àñîì.
Ðîçãëÿíåìî iíøèé ïîòåíöiàë U(x) = f(x; )  x + x3. Çà  > 0 ðiâíÿííÿ
dU(x)=dx = 0 íå ìà¹ æîäíîãî ðîçâ'ÿçêó, ìiíiìóì U(x) âiäñóòíié. Çà  < 0 ¹ äâà
ìiíiìóìè: îäèí ñòiéêèé (ç áiëüøèì çíà÷åííÿì x) òà îäèí íåñòiéêèé); ÿêi çíèêàþòü
çà  > 0. ßêùî ñèñòåìà çíàõîäèëàñÿ çà  > 0 ó ìiíiìóìi, ïðè çáiëüøåííi , ïiñëÿ
òîãî, êîëè öåé ïàðàìåòð ïðîõîäèòü ÷åðåç 0 , âîíà ñêî÷óâàòèìåòüñÿ â îáëàñòü
íåñêií÷åííèõ âiä'¹ìíèõ x. Êàòàñòðîôà!
Äëÿ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ U(x; ) : Rn ! R; x  (x1; :::; xn) êðèòè÷íîþ
òî÷êîþ ¹ òàêà òî÷êà y 2 Rn, äå óñi ÷àñòèííi ïîõiäíi äîðiâíþþòü íóëþ:
f@U=@xig(y) = 0; i = 1; :::; n. Ïîçíà÷èìî âèçíà÷íèê D = j@2U=(@xi@xj)j. Íåõàé,
äëÿ ïðîñòîòè, y = 0. ßêùîD 6= 0, òîäi, çà äîñèòü ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ U , iñíó¹ ñèñòåìà
êîîðäèíàò, äå ôóíêöiÿ U â îêîëi íóëÿ ìà¹ âèä (ëåìà Ìîðñà)
U(x) = U(0) +
nX
i=1
ci()x
2
i ;
äå óñi ci = ci() 6= 0 âiäìiííi âiä íóëÿ. ×èñëî âiä'¹ìíèõ êîåôiöi¹íòiâ ci íàçèâàþòü
iíäåêñîì êðèòè÷íî¨ òî÷êè. Ó äàíîìó âèïàäêó êàòàñòðîôà âiäáóâà¹òüñÿ ïðè çìiíi
iíäåêñó. Íàïðèêëàä, íåõàé çà ) > 0 ìà¹ìî ñòðîãèé ìiíiìóì U(x; ) (ÿê ôóíêöi¨
âiä x) â íóëi (ci() > 0). Êàòàñòðîôà ìà¹ ìiñöå, êîëè ïðè çìiíi çíàêó () îäèí ç
êîåôiöi¹íòiâ ci() òàêîæ ìiíÿ¹ çíàê i ìiíiìóì çíèêà¹.
Ãðàäi¹íòíà êàòàñòðîôà ó ãiäðîäèíàìi÷íèé òå÷i¨ . Âiäîìå ÿâèùå, ùî
ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹ íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ âiä ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
ïîâ'ÿçàíå ç âèíèêíåííÿì ðîçðèâiâ ó ãàçîäèíàìi÷íèõ òå÷iÿõ, ÿêi ñïî÷àòêó áóëè
íåïåðåðâíèìè. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
íàÿâíiñòü íåëiíiéíîñòi ÷àñòî ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ðîçâÿçîê íå ïîäîâæó¹òüñÿ
íà óñi çíà÷åííÿ àðãóìåíòà t, íàïðèêëàä, ðîçâ'ÿçîê ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi çà
t ! t1 < 1. Íà âiäìiíó âiä öüîãî, ó âèïàäêó êâàçèëiíiéíèõ ðiâíÿíü, íàïðèêëàä,
ðiâíÿíü ðóõó iäåàëüíî¨ ðiäèíè, ðîçâ'ÿçîê çàëèøà¹òüñÿ ñêií÷åííèì, àëå âèíèêàþòü
éîãî ðîçðèâè òà, âiäïîâiäíî, íåñêií÷åííi çíà÷åííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Öå ÿâèùå
íàçèâàþòü ãðàäi¹íòíîþ êàòàñòðîôîþ. Ó âèïàäêó ðóõó ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà
ðîçðèâ âiäïîâiäà¹ óäàðíié õâèëi. Ïðè ââåäåííi âÿçêîñòi â ðiâíÿííÿ ãàçîäèíàìiêè
ðîçðèâè çãëàäæóþòüñÿ, àëå âiäîìî, ùî òîâùèíà ôðîíòó ñèëüíî¨ óäàðíî¨ õâèëi ó
ðåàëüíèõ ãàçàõ ¹ ïîðiâíÿíîþ ç äîâæèíîþ âiëüíîãî ïðîáiãó ìîëåêóë [5],[6].
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ u(t; x):
@u
@t
+ u
@u
@x
= 0: (3.57)
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ç íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ u(0; x) = v(x). Çàóâàæèìî,
ùî äî (3.57) çâîäèòüñÿ áiëüø çàãàëüíå ðiâíÿííÿ @u=@t + g(u)@u=@x = 0 ó ðàçi
äîâiëüíî¨ ìîíîòîííî-çðîñòàþ÷î¨ ôóíêöi¨ g(u); öå ðiâíÿííÿ âèíèêà¹ ïðè ðîçãëÿäi
òàê çâàíèõ ïðîñòèõ õâèëü Ðiìàíà â îäíîâèìiðíèõ ãiäðîäèíàìi÷íèõ òå÷iÿõ [6].
Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.57) ëåãêî çíàéòè ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê:
u(t; x) = tv(y); x = t v(y) + y: (3.58)
Ñïiââiäíîøåííÿ (3.58) çàäàþòü ðîçâ'ÿçîê ó íåÿâíîìó âèãëÿäi. Äèôåðåíöiþâàííÿ
(3.58) çà y äà¹
@u
@x
=
v0(y)
t v0(y) + 1
; v0(y)  dv=dy: (3.59)
ßêùî ôóíêöiÿ v(y) ìà¹ äiëÿíêó, äå âîíà ñïàäà¹, çîêðåìà, ÿêùî iñíó¹ òî÷êà
y0 : v
0(y0) = min(v0(y)) < 0, ó ìîìåíò ÷àñó t0 =  1=(v0(y0)) ìà¹ìî íåñêií÷åííå
çíà÷åííÿ @u=@x. Íà ïîäàëüøi ìîìåíòè ÷àñó êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.57)
íå ïîäîâæó¹òüñÿ.
Äëÿ àíàëiçó ïðè t > t0 ðiâíÿííÿ (3.57) íåîáõiäíî éîãî óçàãàëüíèòè â
çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÿêó ôiçè÷íó ÷è iíøó ñèòóàöiþ âîíî ìîäåëþ¹. Çîêðåìà,
ó âèïàäêó ðóõó óäàðíî¨ õâèëi â ðåàëüíîìó ãàçi ðîçãëÿäàþòü ðîçðèâíèé
óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê [6]. Àëå ðiâíÿííÿ (3.57) òàêîæ âiäïîâiäà¹ âiëüíîìó ðóõó
íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê, ÿêi çà t = 0 áóëè íåïåðåðâíî (ç äåÿêîþ ãóñòèíîþ)
ðîçïîäiëåíi íà ïðÿìié, ïðè÷îìó óñi ÷àñòèíêè ó òî÷öi y ìàëè øâèäêiñòü v(y). Çà
íàÿâíîñòi äiëÿíêè ç v0(y) < 0 çàäíi ÷àñòèíêè (ç ìåíøèì y) íàçäîãàíÿòèìóòü
ïåðåäíi; çàâäÿêè öüîìó âèíèêà¹ "ïåðåõëüîñò", êîëè â îäíié òî÷öi x = t v(y) + y
çíàõîäèòèìóòüñÿ ÷àñòèíêè ç ðiçíèìè øâèäêîñòÿìè. Çðîçóìiëî, ùî ó öüîìó
âèïàäêó ãiäðîäèíàìi÷íà ìîäåëü ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà íå ïðàöþ¹, îñêiëüêè
åéëåðiâ îïèñ ç íåîäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ u(t; x) íåìîæëèâèé; àëå öå íå çàïåðå÷ó¹
ìîæëèâiñòü iíøîãî îïèñó (íàïðèêëàä, â ðàìêàõ êiíåòè÷íîãî ïiäõîäó). Òóò ìà¹ìî
òèïîâèé ïðèêëàä áiôóðêàöi¨ îäíîâèìiðíîãî âiäîáðàæåííÿ y ! x çà ïàðàìåòðîì
t ç áiôóðêàöiéíèì çíà÷åííÿì t0.
Âiäîáðàæåííÿ R2 ! R2. Âiäîáðàæåííÿ äâîâèìiðíèõ ìíîãîâèäiâ (ïëîùèíè
íà ïëîùèíó, ñôåðè íà ñôåðó) ìîæíà çóñòðiòè â îïòèöi, àñòðîíîìi¨, êàðòîãðàôi¨,
òåõíiöi âiäíîâëåííÿ çîáðàæåíü. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðèäiëèìî óâàãó
îñíîâàì òåîði¨ ãðàâiòàöiéíîãî-ëiíçîâèõ ñèñòåì (ÃËÑ) àáî ãðàâiòàöiéíî-ëiíçîâî¨
îïòèêè  òåîði¨ ïîøèðåííÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ ó âèêðèâëåíîìó
ïðîñòîði-÷àñi. Äîáðå âiäîìî, ùî çà íàÿâíîñòi ãðàâiòóþ÷èõ ìàñ ðiâíÿííÿ
åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìi, àíàëîãi÷íié äî ðiâíÿíü
Ìàêñâåëëà ó íåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi. Òîìó çíà÷íà êiëüêiñòü ïîíÿòü i
åôåêòiâ òåîði¨ ÃËÑ ïîäiáíi äî çâè÷àéíî¨ îïòèêè. Ïðè ðîçãëÿäi ÃËÑ ÿê
ïðàâèëî ìàþòü ñïðàâó çi çíåõòîâíî ìàëèìè äîâæèíàìè õâèëü åëåêòðîìàãíiòíîãî
âèïðîìiíþâàííÿ (ãåîìåòðè÷íà îïòèêà), äå â îñíîâi ðîçðàõóíêiâ ëåæèòü ôîðìóëà
Åéíøòåéíà äëÿ êóòà  âiäõèëåííÿ ôîòîíiâ (ïðîìåíÿ ñâiòëà) ó ãðàâiòàöiéíîìó
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ïîëi òî÷êîâî¨ ìàñè M :
 = 4GM=r; (3.60)
G ãðàâiòàöiéíà ñòàëà, r-âiäñòàíü âiä òðà¹êòîði¨ ôîòîíiâ äî ìàñè, øâèäêiñòü
ñâiòëà c = 1.
Ñôîðìóëþ¹ìî îäíó ç òèïîâèõ çàäà÷. Íåõàé òî÷êîâèé îá'¹êò, ùî âèïðîìiíþ¹,
ðîçòàøîâàíèé ó ïëîùèíi äæåðåëà íà âiäñòàíi Ds âiä ñïîñòåðiãà÷à, à ãðàâiòóþ÷i
ìàñè, ÿêi âiäõèëÿþòü ïðîìåíi, ñêîíöåíòðîâàíi ó ïëîùèíi ëiíçè íà âiäñòàíi
Dd < Ds; öi ïëîùèíè ââàæà¹ìî îðòîãîíàëüíèìè äî îïòè÷íî¨ îñi ñèñòåìè,
ùî ¹ áëèçüêîþ (àëå íå îáîâÿçêîâî çáiãà¹òüñÿ) äî íàïðÿìêó íà äæåðåëî. Äåÿêà
äîâiëüíiñòü âèáîðó îïòè÷íî¨ îñi íå âïëèâà¹ íà ðåçóëüòàòè ó ïåðøîìó ïîðÿäêó
ïàðàêñiàëüíîãî íàáëèæåííÿ. Óâåäåìî (äåêàðòîâi) êîîðäèíàòè y = (y1; y2) ó
ïëîùèíi äæåðåëà i x = (x1; x2)  ó ïëîùèíi ëiíçè, ïðè÷îìó ïî÷àòîê êîîðäèíàò
ó êîæíié ïëîùèíi âiäïîâiäà¹ ïåðåòèíàì ç îïòè÷íîþ âiññþ. Äëÿ ðåàëüíèõ
àñòðîíîìi÷íèõ çàäà÷ âiäñòàíi Dd; Ds çíà÷íî áiëüøi çà õàðàêòåðíèé ðîçìið
îáëàñòi, äå âiäáóâà¹òüñÿ çìiíà íàïðÿìêó ðóõó ôîòîíiâ âiä ïðÿìîëiíiéíîãî. Òîìó
ìîæíà ââàæàòè, ùî ó òî÷öi x ïëîùèíè ëiíçè âiäáóâà¹òüñÿ çàëîìëåííÿ ïðîìåíÿ
íà ìàëèé êóò (x). Çàçâè÷àé çà ïîðÿäêîì âåëè÷èíè   10 6 i ìåíøå.
Íåõàé äæåðåëî çíàõîäèòüñÿ ó òî÷öi y, à ïðîìiíü âiä íüîãî ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó
ëiíçè ó òî÷öi x. Ïðîñòèé ãåîìåòðè÷íèé ðîçãëÿä äà¹ çìîãó ïîâ'ÿçàòè öi êîîðäèíàòè
çà âiäñóòíîñòi çàëîìëåííÿ: y = Dsx=Dd. Çàëîìëåííÿ ó ïëîùèíi ëiíçè íà êóò (x)
äà¹ ïîïðàâêó Dds (äèâ. Ðèñ. 3.7):
y =
Dsx
Dd
+ (x)Dds; (3.61)
òóò Dds  âiäñòàíü âiä ïëîùèíè ëiíçè äî ïëîùèíè äæåðåëà5.
Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî âiäîáðàæåííÿ L : x ! y: êîæíié òî÷öi ïëîùèíè
ëiíçè x âiäïîâiäà¹ òî÷êà ïëîùèíè äæåðåëà y (ëiíçîâå âiäîáðàæåííÿ). Àëå öå
âiäîáðàæåííÿ íå çàâæäè ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèì: ðiâíÿííÿ ëiíçè (3.61) ìîæå
ìàòè äåêiëüêà ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü äåêiëüêîì çîáðàæåííÿì òî÷êîâîãî
äæåðåëà.
Çàãàëüíå âiäîáðàæåííÿ L : x! y ìîæíà ðîçãëÿäàòè â îêîëi êîæíî¨ òî÷êèX 2
R2; ÿêùî ÿêîáiàí J = det[@yi=@xj ]; i; j = 1; 2; ó öié òî÷öi âiäìiííèé âiä íóëÿ, òîäi
â îêîëi X ìà¹ìî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ. Êîëè J(X) äîðiâíþ¹ íóëþ,
âçà¹ìíà îäíîçíà÷íiñòü ìîæå áóòè ïîðóøåíà i òîäi öÿ òî÷êà ¹ êðèòè÷íîþ (òî÷êîþ
êàòàñòðîôè). Çàçíà÷èìî, ùî òóò ó ÿêîñòi ïàðàìåòðiâ âiäîáðàæåííÿ âèñòóïàþòü
ñàìi êîîðäèíàòè. Ó òèïîâîìó âèïàäêó äâîâèìiðíîãî âiäîáðàæåííÿ L : R2 !
R2 ðiâíÿííÿ J(X) = 0 âèçíà÷à¹ êðèòè÷íó êðèâó Xcr íà ïëîùèíi; ÿêùî âîíà
5Òóò ââàæà¹ìî, ùî Dd; Ds; Dds  öå òàê çâàíi âiäñòàíi çà êóòîâèì äiàìåòðîì, ÿêi
âèêîðèñòîâóþòü ó êîñìîëîãi¨. Çà âèçíà÷åííÿì, D ¹ âiäñòàííþ çà êóòîâèì äiàìåòðîì äî îá'¹êòà
ç ëiíiéíèì âëàñíèì ðîçìiðîì l îðòîãîíàëüíî äî ïðîìåíÿ çîðó, ÿêùî âií ìà¹ êóòîâèé äiàìåòð
 = l=D. Çàóâàæèìî, ùî ó âèêðèâëåíîìó ïðîñòîði-÷àñi â çàãàëüíié ñèòóàöi¨ Ds 6= Dds + Dd.
Óñþäè éäåòüñÿ ïðî ïàðàêñiàëüíå íàáëèæåííÿ (ìàëi êóòè ).
63
Ðèñ. 3.1: Ñõåìà ãðàâiòàöiéíîãî ëiíçóâàííÿ. Ïðîìåíi âiä äæåðåëà ó
òî÷öi y ïëîùèíè s ïiñëÿ çàëîìëåííÿ ó òî÷öi x ïëîùèíè d ïîïàäàþòü
äî ñïîñòåðiãà÷à, ðîçòàøîâàíîãî íà ïåðåòèíi îïòè÷íî¨ îñi (ïóíêòèð) ç
ïëîùèíîþ O. Ñïîñòåðiãà÷ áà÷èòü çîáðàæåííÿ ó òî÷öi y', äî ÿêîãî éäå
øòðèõîâà êðèâà.
ïàðàìåòðèçîâàíà äåÿêèì ïàðàìåòðîì p, ìà¹ìî J(Xcr(p))  0 . Îáðàç êðèòè÷íî¨
êðèâî¨ ïðè ëiíçîâîìó âiäîáðàæåííi íàçèâàþòü êàóñòèêîþ, òîáòî êàóñòèêà  öå
êðèâà y = Yc(p) = L (Xcr(p)). ßêiñíà êàðòèíà êàóñòèê ïîêàçàíà íà Ðèñ. 3.4.
Çàâäÿêè çàëîìëåííþ ïðîìåíiâ ó ïëîùèíi ëiíçè ÿñêðàâiñòü âèäèìîãî
çîáðàæåííÿ áóäå âiäðiçíÿòèñÿ âiä ÿñêðàâîñòi äæåðåëà çà âiäñóòíîñòi ëiíçóâàííÿ.
Âiäïîâiäíî, âiäíîøåííÿ ãóñòèíè ïîòîêó ôîòîíiâ, ùî ðå¹ñòðó¹òüñÿ ñïîñòåðiãà÷åì
ó ïëîùèíi Î (Ðèñ. 3.7) çà íàÿâíîñòi çàëîìëåííÿ, äî àíàëîãi÷íî¨ âåëè÷èíè çà
âiäñóòíîñòi çàëîìëåííÿ, íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòîì ïiäñèëåííÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè
[7], [8], ùî êîåôiöi¹íò ïiäñèëåííÿ, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó çîáðàæåííþ
(ïðîìåíþ, ùî ïåðåòèíà¹ ïëîùèíó ëiíçè ó òî÷öi x) ¹
K(x) =
D2s
D2d jJ(x)j
: (3.62)
Âiäïîâiäíî, êàóñòèêîþ ìîæíà íàçâàòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïëîùèíè S, äëÿ
ÿêèõ ÿñêðàâiñòü çîáðàæåííÿ (õî÷à á îäíîãî ç äåêiëüêîõ, ÿêùî ¨õ áiëüøå îäíîãî)
òî÷êîâîãî äæåðåëà ¹ íåñêií÷åííîþ. Çàçíà÷èìî, ùî êîëè òî÷êà ïëîùèíè äæåðåëà
çíàõîäèòüñÿ íà êàóñòèöi, íå îáîâÿçêîâî óñi ¨¨ çîáðàæåííÿ âiäïîâiäàþòü êðèòè÷íié
êðèâié ó ïëîùèíi ëiíçè. Íàéáiëüøèé iíòåðåñ ìàþòü ñòiéêi êàòàñòðîôè, ùî ÿêiñíî
íå ìiíÿþòüñÿ çà ìàëèõ âîðóøiíü (òîáòî çà ìàëèõ çìií) âiäîáðàæåííÿ. Ñòiéêèìè ¹
ëèøå äâà òèïà êàóñòèê: ñêëàäêè, ÿêè âiäïîâiäàþòü ðåãóëÿðíèì äiëÿíêàì êðèâèõ,
òà çáiðêè, ÿêi âiäïîâiäàþòü òî÷êàì çàãîñòðåííÿ (êàñïàì) [7]. Çà ìàëèõ âîðóøiíü
âiäîáðàæåííÿ öi òèïè êàóñòèê ìîæóòü äåùî çñóâàòèñÿ i äåôîðìóâàòèñÿ, àëå âîíè
íå çíèêàþòü.
Ó ãðàâiòàöiéíî-ëiíçîâèõ ñèñòåìàõ, çàâäÿêè âiäíîñíîìó ðóõó ëiíçè òà äæåðåëà,
êàðòà êîåôiöi¹íòiâ ïiäñèëåííÿ òà ðîçïîäië êàóñòèê âåñü ÷àñ ìiíÿþòüñÿ. Àëå
äëÿ øèðîêîãî êîëà çàäà÷ ìîæíà ââàæàòè, ùî çîði ó ëiíçîâié ãàëàêòèöi
¹ íåðóõîìèìè, ïðè÷îìó äæåðåëî ðóõà¹òüñÿ âiäíîñíî íèõ ïðÿìîëiíiéíî òà
ðiâíîìiðíî. Âiäïîâiäíî, òðà¹êòîðiÿ ðóõó (öåíòðó) äæåðåëà âiäíîñíî íåðóõîìî¨
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Ðèñ. 3.2: Òèïîâà êàðòà êîåôiöi¹íòiâ ïiäñèëåííÿ ó áàãàòî÷àñòèíêîâié
ãðàâiòàöiéíî-ëiíçîâié ñèñòåìi. Áiëüø òåìíi ÷àñòèíè âiäïîâiäàþòü
áiëüøîìó êîåôiöi¹íòó ïiäñèëåííÿ. Ìåæi áiëüø òåìíèõ i áiëüø ñâiòëèõ
îáëàñòåé  êàóñòèêè. Ãëàäêi äiëÿíêè öèõ ìåæ  ñêëàäêè (ðåãóëÿðíi
êàóñòèêè), òî÷êè çàãîñòðåííÿ  çáiðêè (êàñïîâi òî÷êè).
ñiòêè êàóñòèê  öå ïðÿìà. Êîëè äæåðåëî ïåðåòèíà¹ êàóñòèêó, éîãî ÿñêðàâiñòü
çðîñòà¹. Äëÿ äæåðåëà ñêií÷åííèõ ðîçìiðiâ ïiäñèëåííÿ áóäå ñêií÷åííèì, ÷èì
ìåíøå ðîçìið, òèì áiëüøèì áóäå êîåôiöi¹íò ïiäñèëåííÿ. Äëÿ ðåàëüíèõ äæåðåë
ó ïîçàãàëàêòè÷íèõ ÃËÑ ïîòiê ìîæå ïiäñèëþâàòèñÿ ó äåêiëüêà ðàçiâ 6.
ßâèùå, êîëè äæåðåëî ïåðåòèíà¹ êàóñòèêó, â ðåçóëüòàòi ÷îãî éîãî ÿñêðàâiñòü
çíà÷íî çáiëüøó¹òüñÿ, íàçèâàþòü ïîäi¹þ ç âåëèêèì ïiäñèëåííÿì. Çíà÷åííÿ
òàêèõ ïîäié ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî â îêîëi êàóñòèêè çàëåæíiñòü êîåôiöi¹íòó
ïiäñèëåííÿ âiä êîîðäèíàò ìîæíà ìîäåëþâàòè ïðîñòèìè ñïiââiäíîøåííÿìè
ç íåâåëèêîþ êiëüêiñòþ âiëüíèõ ïàðàìåòðiâ. Çîêðåìà, äëÿ ðåãóëÿðíî¨ òî÷êè
êàóñòèêè êîåôiöi¹íò ïiäñèëåííÿ òî÷êîâîãî äæåðåëà ó íàéïðîñòiøîìó íàáëèæåííi
ìîæíà àïðîêñèìóâàòè ôîðìóëîþ
K =
Ap
d
; (3.63)
äå d  âiäñòàíü âiä äæåðåëà äî êàóñòèêè, êîåôiöi¹íò A íàçèâàþòü ñèëîþ êàóñòèêè.
Ôîðìóëó (3.63) ìîæíà îòðèìàòè, ÿêùî ðîçêëàñòè ëiíçîâå âiäîáðàæåííÿ â îêîëi
òî÷êè ñêëàäêè â ðÿä Òåéëîðà i óòðèìàòè ïåðøi íåòðèâiàëüíi ÷ëåíè öüîãî
ðîçêëàäó. Äîñëiäæåííÿ íàáëèæåíü áiëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó ìîæíà çíàéòè â
ðîáîòàõ [9].
6Ó ïîäiÿõ ãàëàêòè÷íîãî ìiêðîëiíçóâàííÿ, êîëè âiääàëåíà çîðÿ ìiêðîëiíçó¹òüñÿ çîðåþ íàøî¨
Ãàëàêòèêè, âiäîìi ïîäi¨ ç ïiäñèëåííÿì ó äåñÿòêè ðàçiâ
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4Õàîñ
4.1. Çàãàëüíi âëàñòèâîñòi õàîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè òà
ìàòåìàòè÷íèé îïèñ.
Ôóíäàìåíòàëüíîþ âëàñòèâiñòþ, ñïåöèôi÷íîþ äëÿ íåëiíiéíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì,
¹ ìîæëèâiñòü âèíèêíåííÿ õàîòè÷íî¨ (ñòîõàñòè÷íî¨) ïîâåäiíêè. Õàîòè÷íà àáî
ñòîõàñòè÷íà ïîâåäiíêà âèíèêà¹ â ðîçâ'ÿçêàõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüîãî ïîðÿäêó; â àâòîíîìíèõ ñèñòåìàõ äðóãîãî ïîðÿäêó
õàîñ íåìîæëèâèé. Ïiäêðåñëèìî, ùî â äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ ìà¹ìî ñïðàâó ç
"äåòåðìiíîâàíèì" õàîñîì, ÿêèé âèíèêà¹ ÷åðåç íàäçâè÷àéíî âèñîêó ÷óòëèâiñòü
äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ: çàâäÿêè íåñòiéêîñòÿì ïîâåäiíêà òðà¹êòîðié ñèñòåìè ìîæå
ñòàòè äóæå çàïëóòàíîþ. Ôîðìàëüíî òóò âèêîíóþòüñÿ óñi ðåçóëüòàòè ùîäî
¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó, çàäàíîãî ïåâíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, àëå íà ïðàêòèöi
öÿ çàëåæíiñòü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ ìîæå áóòè íiâåëüîâàíà çàâäÿêè ñêëàäíié
ïîâåäiíöi. Äâi òðà¹êòîði¨, ùî ìàëè äîñèòü áëèçüêi ïî÷àòêîâi óìîâè, ïî÷èíàþòü
øâèäêî âiäõîäèòè îäíà âiä îäíi¹¨ i êîðåëÿöi¨ ìiæ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
òà òðà¹êòîðiÿìè ñïàäàþòü äî íóëÿ. Îñêiëüêè â ðåàëüíèõ çàäà÷àõ ïî÷àòêîâi
óìîâè âèçíà÷àþòüñÿ ç ïåâíîþ îáìåæåíîþ òî÷íiñòþ, íà ïåðøèé ïëàí âèõîäèòü
ñòàòèñòè÷íèé îïèñ òà çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íîãî ðóõó.
Õàîòè÷íà ïîâåäiíêà  ïîøèðåíå ÿâèùå. Âiäîìèì ïðèêëàäîì ¹ òóðáóëåíòíiñòü
â ãiäðîäèíàìi÷íèõ òà ãàçîäèíàìi÷íèõ òå÷iÿõ. ßâèùå äåòåðìiíîâàíîãî õàîñó
ïîøèðåíî ÿê ó ëàáîðàòîðíèõ ÿâèùàõ, òàê i â ïðèðîäi. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïåâíi
ïðîÿâè õàîñó ¹ óíiâåðñàëüíèìè.
Íåçâàæàþ÷è íà ôîðìàëüíî-äåòåðìiíîâàíèé õàðàêòåð íåëiíiéíèõ äèíàìi÷íèõ
ñèñòåì, äëÿ îïèñó ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè õàîòè÷íèõ òðà¹êòîðié çðó÷íî
âèêîðèñòîâóâàòè àïàðàò òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Ç iíøîãî áîêó, iñíó¹
íèçêà çàäà÷, äå ñòîõàñòè÷íiñòü ç íàïåðåä çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè ââîäÿòü
"ðóêàìè". Íàïðèêëàä, ðîçãëÿäàþòü îñöèëÿòîð ïiä äi¹þ çîâíiøíüî¨ ñèëè, ÿêà
ìîäåëþ¹ âèïàäêîâi çiòêíåííÿ ç ÷àñòèíêàìè ñåðåäîâèùà, îáóìîâëåíi áðîóíiâñüêèì
ðóõîì.
Íèæ÷å áóäóòü ñôîðìóëüîâàíi îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.
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Ñëiä ìàòè íà óâàçi, ùî çàñòîñóâàííÿ öèõ ïîíÿòü äî ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ
÷è àñòðîíîìi÷íèõ ñèñòåì ìà¹ ìîäåëüíèé õàðàêòåð, ïîâ'ÿçàíèé ç ïåâíèìè
iäåàëiçàöiÿìè (òàê ñàìî, ÿê ìîäåëü îäíîðiäíîãî äiåëåêòðèêà ÷è ñóöiëüíîãî
ñåðåäîâèùà, àáî ìîäåëü iíåðöiàëüíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó â ìåõàíiöi). Ìîæíà ñêàçàòè,
ùî ç òî÷êè çîðó ïðàêòè÷íîãî ôiçèêà âèïàäêîâà ôóíêöiÿ ÷è âèïàäêîâèé ïðîöåñ 
öå âåëèêèé íàáið ðåàëiçàöié äåÿêîãî ñòàòèñòè÷íîãî àíñàìáëþ, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹
ðiçíi ôóíêöi¨ f(t), äå iíäåêñ  ìîæå ïðèéìàòè äèñêðåòíi ÷è íåïåðåðâíi çíà÷åííÿ
ç ïåâíèì ðîçïîäiëîì. Áiëüø ñòðîãî, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî çàäàíî âèïàäêîâèé
ïðîöåñ f(t), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó t1; t2; :::; tn (níàòóðàëüíå ÷èñëî),
çàäàíèé ñïiëüíèé ðîçïîäië éìîâiðíîñòåéW (f1; f2; :::; fn; t1; t2; :::; tn) âåëè÷èí f1 =
f(t1); f2 = f(t2); :::; fn = f(tn). Îçíà÷åííÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, ïîäàíå äëÿ îäíi¹¨
ôóíêöi¨ f(t), ëåãêî óçàãàëüíèòè íà áàãàòîâèìiðíèé ÷è êîìïëåêñíèé âèïàäîê,
à òàêîæ äëÿ âèïàäêîâèõ ïîëiâ, êîëè çàìiñòü îäíi¹¨ çìiííî¨ t ìà¹ìî äåêiëüêà
ïðîñòîðîâèõ òà ÷àñîâèõ çìiííèõ.
Ìîìåíòàìè âèïàäêîâîãî ïðîöåñó íàçèâàþòü ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ (ñåðåäíi
çà àíñàìáëåì) äîáóòêiâ :
< f(t) > r df f W (f ; t) ìîìåíò ïåðøîãî ïîðÿäêó,
< f(t1)f(t2) >
r
df1df2 f1; f2W (f1; f2; t1; t2) ìîìåíò äðóãîãî ïîðÿäêó,
< f(t1)f(t2)f(t3) >
r
df1df2df3 f1; f2 f3 W (f1; f2; f3; t1; t2; t3) ìîìåíò
òðåòüîãî ïîðÿäêó i òàê äàëi.
Çà îçíà÷åííÿì ïðîöåñ ¹ ñòàöiîíàðíèì, ÿêùî
W (f1; f2; :::; fn; t1; t2; :::; tn) W (f1; f2; :::; fn; t1 + ; t2 + ; :::; tn + ); 8
äëÿ äîâiëüíèõ t1; t2; :::; tn. Ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ  öå iäåàëiçàöiÿ, ìîæëèâiñòü
çàñòîñóâàííÿ ÿêî¨ äî êîíêðåòíèõ ÿâèù òðåáà àíàëiçóâàòè îêðåìî. Íàïðèêëàä,
â ðàäiîôiçèöi ðåàëüíi ñèãíàëè òðèâàþòü ñêií÷åííèé ÷àñ, òèì íå ìåíø ìîäåëü
ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó ñïðàöüîâó¹, ÿêùî òðåáà ðîçãëÿäàòè ñïîñòåðåæóâàíi
âåëè÷èíè â ìåæàõ âiäíîñíî ìàëîãî ïðîìiæêó ÷àñó.
Òåðìií "ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ" ó ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ çàçâè÷àé ñòîñó¹òüñÿ
çàëåæíîñòåé âiä ÷àñó. Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäàþòü çàëåæíîñòi âiä ïðîñòîðîâèõ
çìiííèõ; â öüîìó ðàçi çàñòîñîâóþòü òåðìií "îäíîðiäíèé ïðîöåñ", àáî
"ñòàòèñòè÷íî îäíîðiäíà çàëåæíiñòü". Íàïðèêëàä, íà êîñìîëîãi÷íèõ ìàñøòàáàõ
íàø Âñåñâiò ¹ ñòàòèñòè÷íî îäíîðiäíèì. Ïðîöåñ ¹ ãàóñiâñüêèì, ÿêùî ðîçïîäië
éìîâiðíîñòåé W (f1; f2; :::; fn; t1; t2; :::; tn) ¹ íîðìàëüíèì äëÿ äîâiëüíîãî âèáîðó
t1; t2; :::; tn.
Ó ñòàòèñòè÷íîìó îïèñi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì äëÿ ôiêñîâàíîãî ìîìåíòó t ìà¹ìî
ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé W (f ; t), ÿêèé íàãëÿäíî ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ãóñòèíó
ñòàíiâ ñèñòåìè.
Äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó òàêîæ ðîçãëÿäàþòü ñåðåäíi çà ÷àñîì. Äëÿ ôóíêöi¨
n çìiííèõ F ñåðåäí¹ çà ÷àñîì âiä F [f(t1); :::; fn(tn)]  öå âèïàäêîâà âåëè÷èíà
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lim
T!1
(
1
2T
Tw
 T
d F [f(t1 + ); :::; fn(tn + )]
)
;
ùî ââîäèòüñÿ çà óìîâè iñíóâàííÿ ãðàíèöi òà iíòåãðàëó.
Ïðîöåñ f(t) íàçèâàþòü åðãîäè÷íèì, ÿêùî ñåðåäí¹ çà ÷àñîì ç
îäèíè÷íîþ éìîâiðíiñòþ çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì ñåðåäíiì çà àíñàìáëåì
< F [f(t1); :::; fn(tn)] > äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ F .
Ñåðåä ìîìåíòiâ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, ÿêèé äàëi ââàæà¹ìî êîìïëåêñíèì,
íàéáiëüø âæèâàíèìè ¹ ñåðåäíi < f(t) >;< jf(t)j2 >< f(t)f(t) >, à òàêîæ
ìîìåíòè äðóãîãî ïîðÿäêó < f(t1)f(t2) >, ùî òàêîæ íàçèâàþòü êîðåëÿöiéíèìè
ôóíêöiÿìè àáî êîðåëÿòîðàìè. Äàëi ðîçãëÿäà¹ìî ïðîöåñè ç íóëüîâèì
ñåðåäíiì: < f(t) > 0. Äëÿ äâîõ ðiçíèõ ïðîöåñiâ f; g ðîçãëÿäàþòü âçà¹ìíó
êîðåëÿöiéíó ôóíêöiþ < f(t1)g(t2) >, ÿêùî âiäîìèé ñïiëüíèé ðîçïîäië äâîõ
ïðîöåñiâ.
Ðîçãëÿäàþòü òàêîæ êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ çà ÷àñîì
Rf;g(T ) =


f(t+ T )g(t)

t
= lim
T!1
(
1
2T
Tw
 T
d f(t)g(t+ )
)
:
Àâòîêîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ (êîðåëÿòîð) ¹ R(T ) =


f(t+ T )f(t)

t
.Öå 
âèïàäêîâi âåëè÷èíè; äëÿ åðãîäè÷íîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç îäèíè÷íîþ
éìîâiðíiñòþ âîíè äîðiâíþþòü ñåðåäíüîìó çà àíñàìáëåì
Rf;g(T ) =< f(t+ T )g(t) > :
Âëàñòèâiñòü åðãîäè÷íîñòi ñóòò¹âî ñïðîùó¹ àíàëiç âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ i
ïîðiâíÿííÿ òåîðåòè÷íîãî àíàëiçó ç ñïîñòåðåæåííÿìè, ùî íà ìîæóòü çàëó÷àòè
ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî ðåàëiçàöié. Ç iíøîãî áîêó, öå âèïðàâäîâó¹ â ïðàêòè÷íèõ
çàñòîñóâàííÿõ ðîçãëÿä 'íà ôiçè÷íîìó ðiâíi ñòðîãîñòi', êîëè ÷àñîâi ñåðåäíi
îòîòîæíþþòü iç ñåðåäíiìè çà àíñàìáëåì.
Ñïåêòðàëüíà ãóñòèíà êîðåëÿòîðà ~R(!) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê
~Rf;g(!) =
1
2
1w
 1
dT e i!TRf;g(T ):
Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ:
Rf;g(T ) =
1w
 1
d! ei!T ~Rf;g(!):
Ðîçãëÿíåìî äåÿêi êðèòåði¨ õàîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè.
Êàæóòü, ùî ïðîöåñ f(t) ìà¹ âëàñòèâiñòü ïåðåìiøóâàííÿ, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ ôóíêöié F;G ãðàíèöÿ lim
T!1
RF (f);G(f)(T ) = 0. Õàðàêòåðíèé ÷àñ T0, çà ÿêèé
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êîðåëÿòîðè ñóòò¹âî ñïàäàþòü, íàçèâàþòü ÷àñîì ðîç÷åïëåííÿ êîðåëÿöié. Äîñèòü
÷àñòî öå ñïàäàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ ïî åêñïîíåíöiéíîìó çàêîíó: R(T )  Rf;f (T ) 
exp( T=T0).
Äëÿ ïðîöåñó ç ïåðåìiøóâàííÿì ñïåêòðàëüíà ãóñòèíà ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.
Óìîâà ïåðåìiøóâàííÿ ¹ áiëüø àäåêâàòíîþ õàîòè÷íié ïîâåäiíöi, íiæ óìîâà
åðãîäè÷íîñòi. Åðãîäè÷íèìè ìîæóòü áóòè ñèñòåìè, òðà¹êòîði¨ ÿêèõ ¹ ôiíiòíèìè,
âîíè íå îáîâ'ÿçêîâî âèêîíóþòü âèïàäêîâi ðóõè. Öå ìîæå áóòè, íàïðèêëàä, ìàéæå
ïåðiîäè÷íèé ðóõ. Äëÿ òàêîãî åðãîäè÷íîãî ïðîöåñó f áåç ïåðåìiøóâàííÿ ìà¹ìî
äèñêðåòíèé ñïåêòð:
~R(!) =
X
n
An (!   !n) :
Òàêà ïîâåäiíêà õàðàêòåðíà äëÿ ìàéæå ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨, ùî ¹
ñóïåðïîçèöi¹þ ãàðìîíiê ç íåñóìiðíèìè ÷àñòîòàìè. Õî÷à íà ïåðøèé ïîãëÿä
ïîâåäiíêà òðà¹êòîðié ç ìàéæå-ïåðiîäè÷íîþ çàëåæíiñòþ êîîðäèíàò âiä ÷àñó
äóæå ñõîæà íà ñòîõàñòè÷íó. Â ðåàëüíîìó âèïàäêó â òàêié ñèñòåìi ïðè
ïðîâåäåííi âèìiðþâàíü íà ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi çàìiñòü äåëüòà-ôóíêöié
ìàòèìåìî ñóêóïíiñòü âóçüêèõ ðåçîíàíñiâ.
Çà íàÿâíîñòi õàîñó, êîëè ñèñòåìà ïîïàäà¹ â îáëàñòü ñòîõàñòè÷íîñòi, òèïîâèìè
¹ øèðîêi ðåçîíàíñíi ëiíi¨, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ; íà ïðàêòèöi ¨õ
âàæêî âiäðiçíèòè. Óìîâà ïåðåòèíàííÿ ðåçîíàíñiâ ïðè ïîñòóïîâîìó ïåðåõîäi âiä
ðåãóëÿðíîãî ðóõó ìîæå ñëóãóâàòè êðèòåði¹ì âèíèêíåííÿ õàîñó, êîëè ñïåêòð
ìîæíà ââàæàòè íåïåðåðâíèì õî÷à á íà äåÿêié éîãî äiëÿíöi.
4.2. Ðîçáiãàííÿ òðà¹êòîðié.
Äëÿ ïîäàëüøîãî íàãàäà¹ìî, ùî ïîêàçíèêîì Ëÿïóíîâà âåêòîð-ôóíêöi¨ x(t)
íàçèâàþòü ãðàíèöþ
 = lim
T!1

sup

ln jx(t)j
t
; t  T

:
Ó âèïàäêó íåñòiéêîñòi òî÷êè ñïîêîþ ñèñòåìà ïîâèííà ìàòè ðîçâ'ÿçêè â îêîëi
öi¹¨ òî÷êè ïðèíàéìíi ç íåâiä'¹ìíèìè ïîêàçíèêàìè Ëÿïóíîâà. ×àñòî ðåàëiçó¹òüñÿ
åêñïîíåíöiéíà íåñòiéêiñòü, òîäi ïîêàçíèê Ëÿïóíîâà äîäàòíèé õî÷à á äëÿ ÷àñòèíè
ðîçâ'ÿçêiâ.
Íåõàé òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè Y(t; t0; z) = fY1; :::; Yng ¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåí-
öiéîâàíîþ ôóíêöi¹þ ïî÷àòêîâèõ óìîâ z = fz1; :::; zng, ùî çàäàíi â t0.
Ïîçíà÷èìî yi =
P
j
(@Yi=@zj) zj . Äëÿ òîãî, ùîá â ñèñòåìi áóëî ïåðåìiøóâàííÿ,
íåîáõiäíî, ùîá õî÷à á äëÿ ÷àñòèíè òðà¹êòîðié ç áëèçüêèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
âiäñòàíü ìiæ íèìè jyj øâèäêî (àëå íå îáîâ'ÿçêîâî ìîíîòîííî) çðîñòàëà,
íàïðèêëàä, êîëè y(t) ìà¹ äîäàòíèé ïîêàçíèê Ëÿïóíîâà. Ïðè öüîìó, ÿêùî
ðóõ ñèñòåìè çîñåðåäæåíèé â îáìåæåíié îáëàñòi, âiäñòàíü ìiæ òðà¹êòîðiÿìè íå
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ìîæå ïðÿìóâàòè äî íåñêií÷åííîñòi i ïî÷èíà¹òüñÿ çàïëóòóâàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî,
îñêiëüêè òðà¹êòîðiÿ Y(t; t0; z) ¹, âçàãàëi êàæó÷è, ôóíêöi¹þ ÷àñó, äîñëiäæåííÿ
çáóðåíü yi â îêîëi öi¹¨ òðà¹êòîði¨ ìà¹ ñïðàâó ç íåàâòîíîìíîþ ñèñòåìîþ, ùî
óñêëàäíþ¹ ñïðàâó. Ìàòðèöÿ @Yi=@zj çàëåæèòü âiä ÷àñó i âiä òî÷êè, äå çàäàíi
ïî÷àòêîâi óìîâè. Êðiì òîãî, ïîâåäiíêà yi çàëåæèòü âiä çáóðåíü ïî÷àòêîâèõ óìîâ
zi; çà íàÿâíîñòi ïåðåìiøóâàííÿ, êîëè äëÿ ïåâíîãî âèáîðó zi ìàòèìåìî ëîêàëüíå
ðîçáiãàííÿ y(t), äëÿ iíøèõ áëèçüêèõ òðà¹êòîði¨ ìàòèìåìî ñòèñíåííÿ.
4.3. Äèâíi àòðàêòîðè.
Ñòîõàñòè÷íèé àòðàêòîð  öå òèïîâèé àòðèáóò ñèñòåìè, äå ¹ õàîòè÷íèé ðóõ.
Íàãàäà¹ìî, ùî àòðàêòîð  öå iíâàðiàíòíà ìíîæèíà A ñòàíiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè,
äî ÿêèõ âîíà ïðÿìó¹ ç ÷àñîì. Äëÿ ñèñòåìè äðóãîãî ïîðÿäêó ìîæëèâi òèïè
àòðàêòîðiâ  òî÷êà ñïîêîþ ÷è ãðàíè÷íèé öèêë. Äëÿ ðîçìiðíîñòi áiëüøå òðüîõ
ìîæëèâèì ¹ ïðèíöèïîâî íîâèé òèï  ñòîõàñòè÷íèé àòðàêòîð, êîæíà òî÷êà ÿêîãî ¹
íåñòiéêîþ. Â ïðîöåñi ðóõó âiäñòàíü ìiæ òðà¹êòîði¹þ òà ñòîõàñòè÷íèì àòðàêòîðîì
 ìíîæèíîþA ïðÿìóþòü äî íóëÿ, àëå òðà¹êòîðiÿ ìà¹ õàîòè÷íó ïîâåäiíêó;
äëÿ ðóõó ñèñòåìè íà ìíîæèíi A ïðèòàìàííîþ ¹ âëàñòèâiñòü ïåðåìiøóâàííÿ.
Õàðàêòåðíi ïðèêëàäè àòðàêòîðiâ ç äðiáíîþ õàóñäîðôîâîþ ðîçìiðíiñòþ.
Ðîçìiðíiñòü Õàóñäîðôà  ðîçìiðíiñòü ìíîæèíè M â n-âèìiðíîìó (÷è,
çàãàëüíiøå, ó ìåòðè÷íîìó) ïðîñòîði äîðiâíþ¹
d = lim
n!1

inf

ln (n)
lnn

(n) ìiíiìàëüíå ÷èñëî êóëü äiàìåòðó 1=n, ùî ïîâíiñòþ ïîêðèâàþòü M .
4.4. Ñöåíàði¨ ïåðåõîäó äî õàîñó
Ñëiä î÷iêóâàòè, ùî â ðåàëüíèõ ñèñòåìàõ ïåðåõiä äî ñòîõàñòè÷íî¨ ïîâåäiíêè
ìîæå ðåàëiçîâóâàòèñÿ ñêëàäíèì ÷èíîì, iç çàëó÷åííÿì ðiçíèõ âàðiàíòi õàîòèçàöi¨.
Òèì íå ìåíø ïîâ÷àëüíî ðîçãëÿíóòè äåÿêi ìîäåëi òóðáóëåíòíîñòi, ùî ¹ ïåâíîþ
iäåàëiçàöi¹þ.
Ìîäåëü òóðáóëåíòíîñòi Ëàíäàó-Õîïôà (øëÿõîì âòðàòè ñòiéêîñòi
iíâàðiàíòíèõ òîðiâ). Ïåðåõîä äî êâàçiïåðiîäè÷íîãî ðóõó ìîæå çäiéñíþâàòèñÿ
âíàñëiäîê âòðàòè ñòiéêîñòi âèõiäíîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó i ïîÿâè iíâàðiàíòíîãî
äâîâèìiðíîãî òîðà. Çi çìiíîþ áiôóðêàöiéíîãî ïàðàìåòðà (íàïðèêëàä, ñåðåäíüî¨
øâèäêîñòi ðiäèíè) òîð òàêîæ ìîæå âòðàòèòè ñòiéêiñòü i ïåðåéòè ó òðèâèìiðíèé
òîðî¨äàëüíèé ìíîãîâèä. Ïîäàëüøi áiôóðêàöi¨ ìîæóòü ïðèçâåñòè äî ïîÿâè
iíâàðiàíòíèõ òîðiâ iç âñå áiëüøîþ ðîçìiðíiñòþ. Ëàíäàó òà Õîïô âèñóâàëè
ãiïîòåçó, ùî õàîòè÷íi êîëèâàííÿ ìîæóòü áóòè ðóõîì ïî òîðó âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi.
Àëå ïiçíiøå áóëî ïîêàçàíî, ùî êâàçiïåðiîäè÷íèé ðóõ íàâiòü âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi
(òîáòî ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ íåñïiâñòàâëþâàíèõ ÷àñòîò) íå ¹ õàîòè÷íèì i íå ¹
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òèïîâèì.
Ñöåíàðié Ðþåëÿ-Òàêåíñà. Òðüîõ ÷àñòîòíèé êâàçiïåðiîäè÷íèé ðóõ, ÿêùî
òàêèé óòâîðèâñÿ ó ñèñòåìi, ÿê ïðàâèëî, íå ¹ ñòiéêèì i ëåãêî ðóéíó¹òüñÿ. Íà
éîãî ìiñöi óòâîðþ¹òüñÿ äèâíèé àòðàêòîð. Ðþåëü i Òàêåíñ ïîêàçàëè, ùî êîëè
iñíó¹ âåêòîðíå ïîëå f íà òðèâèìiðíîìó òîði, ùî âiäïîâiäà¹ òðè÷àñòîòíîìó
ðóõó, òî ó áóäü-ÿêîìó îêîëi U âiäïîâiäíî¨ òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòîðó çíàéäóòüñÿ
âåêòîðíi ïîëÿ f 0 íà òðèâèìiðíîìó òîði, ùî ìàþòü äèâíi àòðàêòîðè. Îáëàñòi, ùî
âiäïîâiäàþòü âåêòîðíèì ïîëÿì f 0, íå çàéìàþòü óâåñü îêië U , òîáòî â öüîìó îêîëi
òàêîæ ìîæíà âèäiëèòè ïîëÿ, ùî íå ìàþòü äèâíèõ àòðàêòîðiâ.
Ñöåíàðié Ïîìî-Ìàííåâiëÿ (ïåðåõiä äî õàîñó ÷åðåç ÷åðåäóâàííÿ). Ïðè
òàêîìó ðóñi äiëÿíêè iç õàîòè÷íèì ðóõîì ïåðåäóþòüñÿ iç äiëÿíêàìè, äå ìàþòü
ìiñöå ïåðiîäè÷íi êîëèâàííÿ.
Ñöåíàðié Ôåéãåíáàóìà: ïåðåõiä äî õàîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïiñëÿ íèçêè
áiôóðêàöié ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó. Çàçíà÷èìî, ùî ÿâèùå ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó äîñèòü
÷àñòî çóñòði÷à¹òüñÿ â ðiçíîìàíiòíèõ ñèñòåìàõ. Ïðèêëàäîì ìîæå ñëóãóâàòè
ðiâíÿííÿ Äóôôiíãà: x +  _x + x + x3 = 1 + 2 sin!0t, ÿêå iëþñòðó¹ âiäãóê
íåëiíiéíîãî îñöèëÿòîðà íà ïåðiîäè÷íó çáóðþþ÷ó ñèëó. Äîêëàäíiøå öåé ñöåíàðié
ðîçãëÿíóòî äàëi íà ïðèêëàäi äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü.
4.5. Äèñêðåòíi âiäîáðàæåííÿ
.
Äëÿ òîãî, ùîá íåïåðåðâíà ñèñòåìà ìîãëà ìàòè äèâíèé àòðàêòîð, ÷èñëî
äèíàìi÷íèõ çìiííèõ ïîâèííî áóòè áiëüøå àáî äîðiâíþâàòè òðüîì. Àëå ó
äèñêðåòíîìó âèïàäêó õàîòè÷íèé ðóõ ìîæå âèíèêíóòè íàâiòü ó äóæå ïðîñòèõ
ñèñòåìàõ (íàïðèêëàä, äëÿ âiäîáðàæåííÿ xn+1 = 1   cx2). Ç iíøîãî áîêó, ïåâíi
ïèòàííÿ ùîäî ñèñòåì ç íåïåðåðâíèìè òðà¹êòîðiÿìè ìîæíà çâîäèòè äî âèâ÷åííÿ
äèñêðåòíèõ ñèñòåì çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå. Âîíî ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî çàìiñòü ðîçãëÿäó ïîâíiñòþ òðà¹êòîðié äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè äîñëiäæóþòü
ëèøå òî÷êè ïåðåòèíó öèõ òðà¹êòîðié ç äåÿêîþ ïîâåðõíåþ (çàçâè÷àé, ïëîùèíîþ
Ïóàíêàðå).
Ïðè ïåðåòèíi òðà¹êòîðié ðóõó äåÿêî¨ ñèñòåìè iç ïëîùèíîþ Ïóàíêàðå ìè
îòðèìó¹ìî íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê x0;x1; :::;xk+1, ÿêà îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ ïî÷àòêîâèì ïîëîæåííÿì x0 i êîæíà ç òî÷îê âèçíà÷à¹ iíøó:
xk+1 = (xk);  = f1; :::;ng;x 2 RN ; k = 0; 1; 2; :::: (4.1)
Ïåðåâàãàìè òàêîãî ïiäõîäó ó ïîðiâíÿííi ç ðîçãëÿäîì íåïåðåðâíèõ òðà¹êòîðié
â öiëîìó ¹ ñïðîùåííÿ òà íàî÷íiñòü. Ïðè öüîìó âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè
áàãàòî â ÷îìó âèçíà÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòÿìè äèñêðåòíîãî âiäîáðàæåííÿ, ùî íåþ
ïîðîäæóþòüñÿ. Ðàçîì iç òèì âèâ÷åííÿ òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé ¹ öiêàâèì ñàìî ïî
ñîái, öå  ïðèðîäíèé ñïîñiá îïèñó äèíàìi÷íèõ ñèñòåì iç äèñêðåòíèì ÷àñîì.
Òî÷êà x íàçèâà¹òüñÿ íåðóõîìîþ òî÷êîþ äèñêðåòíîãî âiäîáðàæåííÿ, ÿêùî
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(x) = x. Çà òåîðåìîþ ïðî ñòèñëi âiäîáðàæåííÿ, ïîñëiäîâíiñòü (4.1) çáiãà¹òüñÿ,
ÿêùî j(x)   (y)j  q < jx   yj; q < 1: Àëå öÿ óìîâà ìîæå íå âèêîíóâàòèñÿ
äëÿ óñiõ x;y. Öèêëîì ïîðÿäêó m (m êðàòíèì öèêëîì) áóäåìî íàçèâàòè
ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê x0;x1;x2; :::, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi: x2 = (x1); x3 =
(x2); :::; x0 = (xm). Çà ïåâíîãî âèäó ôóíêöi¨  ìîæëèâà õàîòè÷íà ïîâåäiíêà,
êîëè ïîñëiäîâíiñòü ("äèñêðåòíà òðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè") ïëîòíî çàïîâíþ¹ äåÿêó
îáëàñòü â RN . Àíàëîãiÿ ìiæ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè òà ñèñòåìàìè òèïó
(4.1) öiëêîì çðîçóìiëà, ÿêùî ââàæàòè ïîðÿäêîâèé íîìåð åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi
äèñêðåòíèì ÷àñîì.
Ðîçãëÿíåìî áiëüø äåòàëüíî ïîñëiäîâíiñòü (4.1) ïîáëèçó òî÷êè ñïîêîþ. Íåõàé
xk+1 = x
 + xk. Ïiäñòàâèìî öå â (4.1):
x + xk+1 = (x + xk);
àáî ïîêîìïîíåíòíî, ç âðàõóâàííÿì (x) = x:
xk;i =
X
j
aijxk;j ; aij =
@i
@xj

x=x
:
Ñòiéêiñòü òî÷êè x âèçíà÷àþòü âëàñíi ÷èñëà r ìàòðèöi faijg, ÿêi íàçèâàþòü
ìóëüòèïëiêàòîðàìè. Íåðóõîìà òî÷êà x  ñòiéêà, ÿêùî óñi âëàñíi ÷èñëà jrj < 1;
öÿ òî÷êà íåñòiéêà, ÿêùî iñíó¹ õî÷à á îäèí ìóëüòèïëiêàòîð jrj > 1.
Ó ðàçi îäíîâèìiðíîãî âiäîáðàæåííÿ xk+1 = '(xk) òî÷êà x- ñòiéêà, ÿêùî
j'0(x)j < 1.
Îäíå iç íàéïðîñòiøèõ âiäîáðàæåíü, ùî iëþñòðóþòü ïåðåõiä äî õàîñó ÷åðåç
ïîñëiäîâíiñòü áiôóðêàöié  ëîãiñòè÷íå âiäîáðàæåííÿ:
xn+1 = '(xn; ); '(x; )  x(1  x); n = 0; 1; :::: (4.2)
ßêùî  2 [0; 4], òî áóäü-ÿêå xn, 0  xn  1 âiäîáðàæà¹òüñÿ â xn+1: 0 
xn+1  1. Çàäàâøè ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ x0 2 [0; 1], ìîæíà îá÷èñëèòè óñi ÷ëåíè
ïîñëiäîâíîñòi x1; x2; ::: çà ôîðìóëîþ (4.2).
Äîñëiäèìî ñèñòåìó (4.2). Ìîæíà âèäiëèòè íàñòóïíi âèïàäêè:
1)0 <   1. Òî÷êà x = 0- íåðóõîìà ñòiéêà òî÷êà, íåðóõîìà òî÷êà x1 = 1 1=
 íåñòiéêà.
2)1 <  < 1 = 3. Ïðè  > 1 òî÷êà x = 0 âòðà÷à¹ ñòiéêiñòü, îñêiëüêè
j'0(0)j > 1. Ñòiéêîþ ñòà¹ òî÷êà x1 = 1  1=, îñêiëüêè j'0(x1)j = j2  j < 1.
Äëÿ  = 2 ïîñëiäîâíiñòü ìîæíà çàäàòè òî÷íî: xn = 12   12 (1  2x0)2
n
.
3)1 <  < 2 = 1 +
p
6. Ïðè  > 3 âiäáóâà¹òüñÿ áiôóðêàöiÿ  òî÷êà
x1, ÿêó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê öèêë ïîðÿäêó 1, ñòà¹ íåñòiéêîþ, àëå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ
ñòiéêèé äâîêðàòíèé öèêë (ïåðiîäó 2), ÿêèé çíàõîäèìî, àíàëiçóþ÷è òî÷êó ñïîêîþ
äâîêðàòíîãî âiäîáðàæåííÿ x2 = '('(x

2)). Î÷åâèäíî, ùî ñòàði òî÷êè ñïîêîþ
x = 0 òà x1 = 1   1= (íåñòiéêi öèêëè ïåðiîäó 1) òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü öüîìó
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ðiâíÿííþ; öå ïîëåãøó¹ ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çâîäèòüñÿ äî ïîøóêó êîðåíiâ êâàäðàòíîãî
òðè÷ëåíà:
x2 =
+ 1
p
2   2  3
2
:
Ïîõiäíà âiä äâîêðàòíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹ îäíàêîâîþ äëÿ îáîõ êîðåíiâ:
'0(x2)'
0('(x2)) = 4 + 2  2;
¨¨ çíà÷åííÿ íàëåæàòü äî iíòåðâàëó (-1,1) ïðè  2 (1; 2).
4) Ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç çíà÷åííÿ 2 äâîêðàòíèé öèêë âòðà÷à¹ ñòiéêiñòü, àëå
ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íîâèé öèêë ïåðiîäó 4. Öåé ïðîöåñ ìîæíà ïðîäîâæèòè. Ôåéãåíáàóìîì
áóëî ïîêàçàíî, ùî ïðè ïîäàëüøèõ çìiíàõ ïàðàìåòðó â ïðîìiæêó 2 <  <
cr  3; 5699 âiäáóâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü áiôóðêàöié â íîâèõ òî÷êàõ 3; 4; :::;
ïîñëiäîâíiñòü fmg ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ i âîíà çáiãà¹òüñÿ äî ãðàíèöi m !
cr. Ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç çíà÷åííÿ m âòðà÷à¹ ñòiéêiñòü öèêë ïîðÿäêó 2m, àëå
âèíèêà¹ íîâèé ñòiéêié öèêë ïîðÿäêó 2m+1. Äëÿ ïîñëiäîâíiñòi fmg ñïðàâåäëèâå
ñïiââiäíîøåííÿ
lim
m!1
m   m 1
m+1   m = ;
äå   4:669 íàçèâàþòü êîíñòàíòîþ Ôåéãåíáàóìà.
5) Äëÿ áiëüøîñòi çíà÷åíü  2 (êðèò; 4) ïîñëiäîâíiñòü fxkg íàáóâà¹ õàîòè÷íî¨
ïîâåäiíêè: ìàëi çìiíè ïî÷àòêîâî¨ óìîâè x0 ïðèçâîäÿòü äî âåëèêèõ âiäìiííîñòåé
÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi ç äîñòàòíüî âåëèêèì k; ïîñëiäîâíiñòü fxkg àïåðiîäè÷íà.
Àëå ñåðåä çíà÷åíü  2 (êðèò; 4) ¹ ïðîìiæêè ðåãóëÿðíî¨ ïîâåäiíêè (âiêíà
ïåðiîäè÷íîñòi), êîëè fxkg ïðÿìó¹ äî öèêëó.
6) Çà  > 4 çíà÷åííÿ xk âèõîäÿòü ç ïðîìiæêó (-1,1) i ðîçáiãàþòüñÿ.
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5Êðèòè÷íi ïàðàìåòðè â êîñìîëîãi¨
5.1. Ïåðiîäè ðàííüîãî Âñåñâiòó
ßê âèäíî ç ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ, ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ ç íåëiíiéíèìè ñèñòåìàìè
âèíèêàþòü êðèòè÷íi çíà÷åííÿ õàðàêòåðíèõ ïàðàìåòðiâ, ùî âiäîêðåìëþþòü
îáëàñòi ðiçíî¨ ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè. Íå ¹ âèíÿòêîì i êîñìîëîãiÿ, ÿêà ðîçãëÿäà¹
íàéáiëüøi àñòðîíîìi÷íi ìàñøòàáè. Àëå, íà âiäìiíó âiä iíøèõ ïðèðîäíè÷èõ
íàóê, òóò ìà¹ìî ñïðàâó ç ¹äèíèì îá'¹êòîì äëÿ âèâ÷åííÿ. Ìè íå ìîæåìî
âïëèâàòè íà óìîâè àñòðîíîìi÷íèõ ñïîñòåðåæåíü i, òèì áiëüøå, íå ìîæåìî
ñòâîðþâàòè âñåñâiòè ç ðiçíèì òèïîì êðèâèíè. Ó òåîðåòè÷íèõ êîíñòðóêöiÿõ
iíêîëè ðîçãëÿäàþòü "Ìóëüòèâñåñâiò", òîáòî àíñàìáëü ðiçíèõ âñåñâiòiâ, àëå öi
iíøi âñåñâiòè, ÿêùî âîíè ¹, iñíóþòü ó ïðè÷èííî-íåçâ'ÿçàíèõ îáëàñòÿõ, i, çãiäíî
äî ñó÷àñíèõ óÿâëåíü, åêñïåðèìåíòàòîðè â öèõ âñåñâiòàõ íiêîëè íå ìàòèìóòü
çìîãó îáìiíÿòèñÿ iíôîðìàöi¹þ. Öå, îäíàê, íå çàâàæà¹ ðîçãëÿäàòè â òåîði¨ ðiçíi
âàðiàíòè ãëîáàëüíî¨ ñòðóêòóðè (çîêðåìà, âiäêðèòèé, çàìêíåíèé, ïðîñòîðîâî-
ïëîñêèé Âñåñâiò), òèì áiëüøå, ùî öi âàðiàíòè íå çàâæäè ìîæíà âiäðiçíèòè
íà îñíîâi ñó÷àñíèõ ñïîñòåðåæåíü. Âiäïîâiäíî, â òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ
âèíèêàþòü êðèòè÷íi çíà÷åííÿ õàðàêòåðíèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi âiääiëÿþòü ðiçíi òèïè
ðîçâÿçêiâ êîñìîëîãi÷íèõ ðiâíÿíü.
Ç iíøîãî áîêó, â åâîëþöi¨ Âñåñâiòó ìîæíà âèäiëèòè ðiçíi ïåðiîäè ÷è åïîõè,
ùî âiäðiçíÿþòüñÿ ÿêiñíî ðiçíîþ ïîâåäiíêîþ ç òî÷êè çîðó ôiçèêè. Ó öi ïåðiîäè
äîìiíóþ÷èìè ¹ ðiçíi ôiçè÷íi ïðîöåñè. Ïåðåõiä âiä îäíîãî ïåðiîäó äî iíøîãî
(íàïðèêëàä, âiä ðàäiàöiéíî¨ åðè äî åïîõè äîìiíóâàííÿ ðå÷îâèíè) íå ¹ ìèòò¹âèì,
õî÷à ó ïîðiâíÿííi iç òðèâàëiñòþ öèõ ïåðiîäiâ âií ìîæå áóòè äîñèòü ìàëèì.
Ó öüîìó ðîçóìiííi ìîæíà ãîâîðèòè ïðî êðèòè÷íi çíà÷åííÿ ÷àñó, òåìïåðàòóðè
òîùî, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ìåæi îñíîâíèõ åòàïiâ êîñìîëîãi÷íî¨ åâîëþöi¨. Îñêiëüêè
öÿ êíèãà íå ¹ ïiäðó÷íèêîì ç êîñìîëîãi¨, îáìåæèìîñÿ íàéáiëüø çàãàëüíèìè
âiäîìîñòÿìè ùîäî öèõ åòàïiâ1.
Áiëüøiñòü ñó÷àñíèõ ñïîñòåðåæíèõ äàíèõ, ùî ñòîñóþòüñÿ åâîëþöi¨ Âñåñâiòó,
ìîæíà îïèñàòè â ðàìêàõ òàê çâàíî¨ CDM -ìîäåëi. Ó öié ìîäåëi ïðèñóòíÿ
1Äîêëàäíiøå äèâ., íàïð., [1]-[2]
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íåíóëüîâà êîñìîëîãi÷íà ñòàëà, ÿêó iíòåðïðåòóþòü ÿê ïðîÿâ ñïåöèôi÷íîãî
âèäó ìàòåði¨  òàê çâàíî¨ "òåìíî¨ åíåðãi¨" (ÒÅ), ãóñòèíà ìàñè ÿêî¨ ñêëàäà¹
ïðèáëèçíî 68% âiä çàãàëüíî¨ êîñìîëîãi÷íî¨ ãóñòèíè. Ïðèáëèçíî 27% ñêëàäà¹
òåìíà ìàòåðiÿ (ÒÌ), ÷àñòèíêè ÿêî¨ íå âçà¹ìîäiþòü iç çâè÷àéíèìè ÷àñòèíêàìè òà
ìiæ ñîáîþ, ðåøòó 5% ãóñòèíè ìàñè çàáåçïå÷óþ¹ çâè÷àéíà "áàðiîííà ìàòåðiÿ",
ç ÿêî¨ ñêëàäàþòüñÿ çiðêè, ïëàíåòè, ìiæçîðÿíèé ïèë òà ãàç. Ãóñòèíà ÒÅ
íåçìiííà ç ÷àñîì, à ãóñòèíà ÒÌ i çâè÷àéíî¨ ìàòåði¨ ñïàäàþòü. Âñåñâiò òàêîæ
çàïîâíåíèé ÷îðíîòiëüíèì "ðåëiêòîâèì" âèïðîìiíþâàííÿì, ùî ìà¹ òåìïåðàòóðó
2:7Ê. Âíåñîê öüîãî âèïðîìiíþâàííÿ ó ñó÷àñíó êîñìîëîãi÷íó ãóñòèíó çíåõòîâíî
ìàëèé. Àëå, ÿêùî ðóõàòèñÿ íàçàä ó ÷àñi, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ãóñòèíà ìàñè
åíåðãi¨ âèïðîìiíþâàííÿ çðîñòà¹ øâèäøå, íiæ àíàëîãi÷íà ãóñòèíà ÒÌ i çâè÷àéíî¨
ìàòåði¨; çðîñòà¹ i òåìïåðàòóðà âèïðîìiíþâàííÿ. Çâiäñè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó,
ùî êîëèñü Âñåñâiò áóâ äóæå ãàðÿ÷èì. Îöiíêè ïîêàçóþòü, ùî ó ðàííüîìó Âñåñâiòi
iñíóâàëà âèñîêîòåìïåðàòóðíà ïëàçìà ç åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê òà àíòè÷àñòèíîê
ó òåðìîäèíàìi÷íié ðàâíîâàçi ç âèïðîìiíþâàííÿì.
Ó êëàñè÷íié (òîáòî íåêâàíòîâié) çàãàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi ñòðîãî äîâåäåíî,
ùî êîñìîëîãi÷íå ðîçøèðåííÿ ìà¹ ïî÷èíàòèñÿ ç êîñìîëîãi÷íî¨ ñèíãóëÿðíîñòi. Àëå
áiëüøiñòü êîñìîëîãiâ ïîãîäæó¹òüñÿ ç òèì, ùî âiäëiê òðåáà âåñòè âiä ïëàíêiâñüêîãî
÷àñó tPl  5  10 44c. Éìîâiðíî, ãîâîðèòè ïðî ÷àñ çà t < tPl ó çâè÷àéíîìó
ðîçóìiííi íå ìà¹ ñåíñó. Îáãîâîðþþ÷è íàðîäæåííÿ Âñåñâiòó, ß.Á. Çåëüäîâè÷
iíêîëè öèòóâàâ âiäîìîãî â ìèíóëîìó þìîðèñòà À. Àâåð÷åíêà: "Iñòîðiÿ ìiäÿí
òåìíà i íåçðîçóìiëà. Â÷åíi ïîäiëÿþòü ¨¨, òèì íå ìåíø, íà òðè ïåðiîäè". Ìàáóòü
iñòîðiÿ ïåðøèõ ìèòò¹âîñòåé äiéñíî ¹ "òåìíîþ" çàâäÿêè ðîëi ÒÅ, ÿêó íå ìîæíà
âè÷åðïàòè ïðîñòîþ ìîäåëëþ, ùî áàçó¹òüñÿ íà êîñìîëîãi÷íié êîíñòàíòi. Íàéáiëüø
íåçðîçóìiëèìè äëÿ ñó÷àñíî¨ íàóêè ¹ ïåðiîä âiä tPl äî 10 31ñ . Îäíàê ïåâíèé
êîíñåíñóñ ùîäî ÿêiñíîãî ðîçóìiííÿ öüîãî ïåðiîäó, áåçïåðå÷íî, iñíó¹, õî÷à òóò
äàëåêî äî ïîáóäîâè ïîñëiäîâíî¨ òåîði¨. Ïî-ïåðøå, öåé ïåðiîä âàæëèâèé ç òî÷êè
îá'¹äíàííÿ, à òî÷íiøå, âiä'¹äíàííÿ âçà¹ìîäié. Iñíó¹ äóìêà, ùî çà âåëèêèõ
åíåðãié åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê (âèùå  1014 ÃåÂ) çíèêàþòü âiäìiííîñòi ìiæ
åëåêòðîìàãíiòíîþ, ñëàáêîþ òà ñèëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Äëÿ âiäïîâiäíèõ òåîðåòèêî-
ïîëüîâèõ ìîäåëåé iñíó¹ íàçâà "òåîðiÿ Âåëèêîãî îá'¹äíàííÿ". Ïðè ùå áiëüøèõ
åíåðãiÿõ ó ¹äèíó ñõåìó, ÿêó íàçèâàþòü "Òåîði¹þ óñüîãî", ñëiä äîäàòè ãðàâiòàöiéíó
âçà¹ìîäiþ, ùî, ìàáóòü, âèìàãàòèìå ðîçðîáêè êâàíòîâîãî âàðiàíòó òåîði¨ òÿæiííÿ.
Ñèëüíà âçà¹ìîäiÿ âiäîêðåìëþ¹òüñÿ âiä åëåêòðîñëàáêî¨ íà ìàñøòàái ÷àñó t 
10 36c. Iíøèé âàæëèâèé ïðîöåñ, ùî, ÿê ïðèïóñêàþòü, âiäáóâà¹òüñÿ ñàìå â ÷àñè
ìåíøi çà  10 31ñ, öå  äóæå øâèäêå ðîçøèðåííÿ Âñåñâiòó (iíôëÿöiÿ). Íå
âèêëþ÷åíî, ùî òåîðiÿ iíôëÿöi¨ ïîòðåáóâàòèìå ââåäåííÿ íîâèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ
âçà¹ìîäié àáî âèìàãàòèìå ïåðåãëÿäó óÿâëåíü ïðî ãðàâiòàöiþ. Ïðî íåîáõiäíiñòü
iíôëÿöiéíîãî åòàïó êîñìîëîãi÷íîãî ðîçøèðåííÿ ñâiä÷àòü, çîêðåìà, ïðîáëåìè
ãîðèçîíòó òà ïëîñêîñòíîñòi, ùî áóäóòü ðîçãëÿíóòi íèæ÷å. Ïîêè ùî íåìà¹
ïðèîðiòåòíî¨ òåîðåòè÷íî¨ ñõåìè, ÿêà ìîãëà á ç ¹äèíèõ ïîçèöié îïèñàòè öåé ïåðiîä,
àëå äåÿêi ïðèíöèïîâi äåòàëi ÿêiñíî¨ êàðòèíè âiäîìi.
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Äëÿ ïîäàëüøèõ ÷àñiâ ïðàöþ¹ có÷àñíà òåîðiÿ åëåêòðîñëàáêî¨ âçà¹ìîäi¨;
ïåâíèé ÷àñ ùå iñíó¹ ñèìåòðiÿ ìiæ åëåêòðîìàãíiòíîþ òà ñëàáêîþ âçà¹ìîäiÿìè
(åëåêòðîñëàáêà åïîõà), ÿêà çíèêà¹ ïðè t  10 12c.
Ó ïåðiîä 10 12  10 6ñ óñi ÷îòèðè âçà¹ìîäi¨ (ãðàâiòàöiéíà, åëåêòðîìàãíiòíà,
ñëàáêà i ñèëüíà) iñíóþòü îêðåìî. Âñåñâiò çàïîâíåíèé êâàðê-ãëþîííîþ ïëàçìîþ,
ëåïòîíàìè, ôîòîíàìè. Êâàðêè, ÿêi çà âèñîêèõ ãóñòèí åíåðãi¨ ùå íå îá'¹äíàíi
ó àäðîíè, ðóõàþòüñÿ âiëüíî (àñèìïòîòè÷íà ñâîáîäà). Çà áiëüøèõ ÷àñiâ îñíîâíi
ïåðiîäè ó åâîëþöi¨ Âñåñâiòó âèçíà÷àþòüñÿ ìàñàìè åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê òà
åíåðãiÿìè ÷è òåìïåðàòóðàìè, çà ÿêèõ âiäáóâàþòüñÿ ôàçîâi ïåðåõîäè, ïî÷èíàþòü
éòè àáî ïðèïèíÿþòüñÿ ïåâíi ðåàêöi¨. Íàïðèêiíöi çàçíà÷åíîãî ïåðiîäó âiäáóâà¹òüñÿ
îá'¹äíàííÿ êâàðêiâ â àäðîíè (ôàçîâèé ïåðåõiä êîíôàéíìåíòó). Õàðàêòåðíà
òåìïåðàòóðà àäðîíiçàöi¨ T = 150 170MeV , ùî áëèçüêî äî ìàñè ïiîíà 140MeV .
Çà ÷àñiâ  10 6  1 c ìà¹ ìiñöå àäðîííà åïîõà, âiëüíi êâàðêè çíèêàþòü.
Âiäáóâà¹òüñÿ àíiãiëÿöiÿ áàðiîí-àíòèáàðiîííèõ ïàð.
Ó ïåðiîä 1 c  3 õâ ëåïòîí-àíòiëåïòîííi ïàðè àíiãiëþþòü (õàðàêòåðíà
òåìïåðàòóðà âiäïîâiäà¹ åíåðãi¨ íàðîäæåííÿ e+   e  ïàð, ìàñà ñïîêîþ åëåêòðîíà
me = 0:5MeV ). Äåùî ðàíiøå, ïðè T = 2  3MeV , ÷àñòîòà âçà¹ìîäié íåéòðèíî
ç iíøèìè ÷àñòèíêàìè ñòà¹ íåäîñòàòíüîþ äëÿ ïiäòðèìàííÿ òåðìîäèíàìi÷íî¨
ðiâíîâàãè; âiäáóâà¹òüñÿ "çàêàëêà" íåéòðèíî, êîëè âîíè ïî÷èíàþòü ðóõàòèñÿ
âiëüíî. Ðå÷îâèíà ñòà¹ äëÿ íåéòðèíî ïðîçîðîþ. Çà òåìïåðàòóðè âèùå T =
1:3MeV , ÿêà âiäïîâiäà¹ ðiçíèöi ìàñ ñïîêîþ íåéòðîíà òà ïðîòîíà, êîíöåíòðàöiÿ
ïðîòîíiâ òà íåéòðîíiâ îäíàêîâà. Êîëè òåìïåðàòóðà ñïàäà¹, ÷èñëî âiëüíèõ
íåéòðîíiâ çìåíøó¹òüñÿ, àëå ïî÷èíàþòüñÿ ÿäåðíi ðåàêöi¨ ç óòâîðåííÿì äåéòåðiþ,
òðiòiþ òà ãåëiþ. Îñíîâíi ÿäåðíi ðåàêöi¨ ç óòâîðåííÿì ïåðâèííîãî ðîçïîäiëó
åëåìåíòiâ éäóòü ïðîòÿãîì ïåðøèõ 3 20 õâèëèí êîñìîëîãi÷íîãî ðîçøèðåííÿ.
Ïðîòÿãîì ïåðøèõ ñîòåíü òèñÿ÷ ðîêiâ ðå÷îâèíà ïî÷èíà¹ äîìiíóâàòè íà
âèïðîìiíþâàííÿì. Ïðè t  380000 ðîêiâ âiäáóâà¹òüñÿ ðåêîìáèíàöiÿ âîäíþ.
Åëåêòðîíè é ïðîòîíè îá'¹äíóþòüñÿ â àòîìè; âiëüíi çàðÿäæåíi ÷àñòèíêè
çíèêàþòü, Âñåñâiò ñòà¹ ïðîçîðèì äëÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ i
âîíî åâîëþöiîíó¹ îêðåìî âiä ðå÷îâèíè. Ðîçïîäië "ðåëiêòîâèõ" ôîòîíiâ, ùî
óòâîðèëèñÿ íà ìîìåíò ðåêîìáiíàöi¨, çàëèøà¹òüñÿ ÷îðíîòiëüíèì, òîáòî îïèñó¹òüñÿ
ðîçïîäiëîì Ïëàíêà, àëå ñåðåäíÿ òåìïåðàòóðà éîãî ñïàäà¹ âiä äåêiëüêîõ òèñÿ÷
äî 2:7K ó ñó÷àñíó åïîõó. Ðåëiêòîâå âèïðîìiíþâàííÿ  öå íàéáiëüø äàâí¹
âèïðîìiíþâàííÿ, ÿêå ñïîñòåðiãàþòü ó Âñåñâiòi. Éîãî òåìïåðàòóðà ïðàêòè÷íî íå
çàëåæèòü âiä íàïðÿìêiâ. Ôëóêòóàöi¨ òåìïåðàòóðè T=T ìàþòü ïîðÿäîê 10 5;
âîíè íåñóò iíôîðìàöiþ ïðî ôëóêòóàöi¨ ãðàâiòàöiéíîãî ïîòåíöiàëó, à çíà÷èòü i
ïðî íåîäíîðiäíîñòi ãóñòèíè òåìíî¨ ìàòåði¨ â åïîõó ðåêîìáiíàöi¨ âîäíþ.
Òèñê ðå÷îâèíè, ÿêà íå âçà¹ìîäi¹ ç âèïðîìiíþâàííÿì, ðiçêî ñïàäà¹, ùî
ñïðèÿ¹ ðîçâèòêó çáóðåíü ãóñòèíè áàðiîííî¨ òà íåáàðiîííî¨ êîìïîíåíòè âiäíîñíî
îäíîðiäíîãî ôîíó. Ïî÷èíà¹òüñÿ ôîðìóâàííÿ ñòðóêòóðè Âñåñâiòó. Ïåðøi çîði
óòâîðèëèñÿ, êîëè éîãî âiê Âñåñâiòó ñêëàäàâ áëèçüêî 400 ìiëüéîíiâ ðîêiâ.
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5.2. Áàçîâi ñïiââiäíîøåííÿ ç çàãàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi
Â öüîìó ïiäðîçäiëi äóæå ñòèñëî âèêëàäåíî îñíîâè çàãàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi
(ÇÒÂ). Äîêëàäíå âèêëàäåííÿ äèâ. êíèãè [1], [2], [4], [8].
1. Ìåòðè÷íèé òåíçîð. Îñíîâíîþ âåëè÷èíîþ â çàãàëüíié òåîði¨
âiäíîñíîñòi, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ óñi ñïîñòåðåæíi õàðàêòåðèñòèêè
÷îòèðèâèìiðíîãî âèêðèâëåíîãî ïðîñòîðó-÷àñó òà ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ, ¹
ìåòðè÷íèé òåíçîð g(x), ÿêèé çàäàþòü çà äîïîìîãîþ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè
ds2 = gdx
dx ; ;  = 0; 1; 2; 3; (5.1)
äå êîåôiöi¹íòè g(x) óòâîðþþòü ïîëå äâi÷è êîâàðiàíòíîãî íåâèðîäæåíîãî
ñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà. Äàëi ïîçíà÷èìî g = det kgk. Êðiì òîãî, ÇÒÂ ïîñòóëþ¹
ëîðåíöîâó ñèãíàòóðó ìåòðè÷íîãî òåíçîðà s =  2, ÿê ó òåíçîðà Ìiíêîâñüêîãî. Ïðè
öüîìó çíà÷åííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ds2 ìîæóòü áóòè äîäàòíèìè, âiä'¹ìíèìè ÷è
äîðiâíþâàòè íóëþ  â çàëåæíîñòi âiä äèôåðåíöiàëiâ êîîðäèíàò, ùî â íå¨ âõîäÿòü.
Çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ââîäÿòü äîâæèíó êðèâî¨. Íåõàé êðèâà x(p)
ïàðàìåòðèçîâàíà íåîñîáëèâèì ïàðàìåòðîì ð (òîáòî
3P
=0
jdx=dpj 6= 0). Ïîçíà÷èìî
" = sign

g
dx
dp
dx
dp

:
Íåõàé âçäîâæ êðèâî¨ " = const. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êðèâà ÷àñîïîäiáíà,
ÿêùî " = 1; ó öüîìó âèïàäêó ¨¨ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê òðà¹êòîðiþ ÷àñòèíêè
íåíóëüîâî¨ ìàñè. Êðèâà içîòðîïíà (àáî ñâiòëîïîäiáíà), ÿêùî " = 0, ó öüîìó
âèïàäêó ¨¨ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê òðà¹êòîðiþ áåçìàñîâî¨ ÷àñòèíêè. Êðèâà
ïðîñòîðîâîïîäiáíà, ÿêùî " =  1. Âiäïîâiäíî äî ìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ êâàäðàòà
iíòåðâàëó, âèçíà÷èìî "äîâæèíó" ÷àñîïîäiáíî¨ ÷è ïðîñòîðîâîïîäiáíî¨ êðèâî¨ ìiæ
òî÷êàìè x(p1) i x(p2) ÿê
p2w
p1

"g
dx
dp
dx
dp
1/2
dp:
ßêùî ñïîñòåðiãà÷ ðóõà¹òüñÿ ïî ÷àñîïîäiáíié òðà¹êòîði¨, òî âèìiðÿíèé íèì
âëàñíèé ÷àñ ìiæ òî÷êàìè x(p1) i x(p2) ¹
T (1; 2) =
1
c
p2w
p1

g
dx
dp
dx
dp
1/2
dp:
Ïàðàìåòð s = cT; ds =
p
gdxdx = cdT ìîæíà ââåñòè íà áóäü-ÿêié
÷àñîïîäiáíié òðà¹êòîði¨; ðiçíi ïàðàìåòðè s ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ ëèøå çàâäÿêè
âèáîðó ïî÷àòêó âiäëiêó íà òðà¹êòîði¨.
Äâi÷i êîíòðàâàðiàíòíèé òåíçîð g , âèçíà÷åíèé çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ
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gg = 

 ; (5.2)
òàêîæ íàçèâàþòü ìåòðè÷íèì.
Ñèìâîëè Êðiñòîôôåëÿ, àñîöiéîâàíi ç ìåòðè÷íèì òåíçîðîì g , âèçíà÷åíi
ôîðìóëîþ
  =
1
2
g(g; + g;   g;): (5.3)
Êîìà òóò îçíà÷à¹ ÷àñòèííó ïîõiäíó. Î÷åâèäíî, öi ñèìâîëè ñèìåòðè÷íi çà íèæíiìè
iíäåêñàìè:   =  

 .
Ñèñòåìà êîîðäèíàò fxg ¹ ãåîäåçè÷íîþ â òî÷öi m0 2 Mn, ÿêùî â
öèõ êîîðäèíàòàõ ó öié òî÷öi  (x0) = 0, äå x0 - êîîðäèíàòè m0 ó öié
ñèñòåìi. Âæèâàþòü òàêîæ òåðìií "ëîêàëüíî-ãåîäåçè÷íà ñèñòåìà êîîðäèíàò" ó
âiäïîâiäíié òî÷öi m0. Ñèñòåìà êîîðäèíàò ¹ ãåîäåçè÷íîþ â òî÷öi m òîäi é òiëüêè,
ÿêùî â öié ñèñòåìi ïåðøi ïîõiäíi âiä ìåòðè÷íîãî òåíçîðà â öié òî÷öi äîðiâíþþòü
íóëþ: g;(m) = 0.
Ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ ëîðåíöîâîþ (àáî ëîêàëüíî-ëîðåíöîâîþ) ó
òî÷öi m, ÿêùî öÿ ñèñòåìà ¹ ëîêàëüíî ãåîäåçè÷íîþ â m i äîäàòêîâî ó öié ñèñòåìi
â öié òî÷öi g(m) =  .
Ìîæíà äîâåñòè, ùî â ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi äëÿ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè m çàâæäè
ìîæíà çíàéòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, ãåîäåçè÷íó â m (à òàêîæ i ëîêàëüíî-ëîðåíöîâó
â m). Àëå iñíóâàííÿ ëîêàëüíî ãåîäåçè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ó òî÷öi m çîâñiì
íå ãàðàíòó¹, ùî ïåðøi ïîõiäíi âiä ìåòðè÷íîãî òåíçîðà äîðiâíþþòü íóëþ â óñüîìó
ïðîñòîði àáî íàâiòü â îêîëi òî÷êè m. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ëîêàëüíî-ãåîäåçè÷íi
ñèñòåìè äëÿ ðiçíèõ òî÷îê ¹ ðiçíèìè.
Âàæëèâó ðîëü äëÿ âèçíà÷åííÿ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí òà ðiâíÿíü
ôiçè÷íèõ ïîëiâ ó âèêðèâëåíîìó ïðîñòîði-÷àñi, âiäiãðà¹ ïðèíöèï ëîêàëüíî¨
ëîðåíöîâîñòi.
Íåõàé m  áóäü-ÿêà òî÷êà ìíîãîâèäó ïîäié (ïðîñòîðó-÷àñó), à fygm -
ëîêàëüíî-ëîðåíöîâà â m ñèñòåìà êîîðäèíàò. Òîäi ó òî÷öi m â ñèñòåìi fygm
óñi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ëîêàëüíèõ òåíçîðíèõ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí, ùî íå ìiñòÿòü
ïîõiäíèõ âèùå ïåðøîãî ïîðÿäêó, çáiãàþòüñÿ ç âiäïîâiäíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè
ÑÒÂ.
2. Ðiâíÿííÿ ðóõó iäåàëüíî¨ ðiäèíè. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ãiäðîäèíàìiêè
äëÿ òåíçîðà åíåðãi¨-iìïóëüñó ðåëÿòèâiñòñüêî¨ iäåàëüíî¨ ðiäèíè T :
rT = 0 (5.4)
äå r - êîâàðiàíòíà ïîõiäíà,
T = ("+ p)UU   gp; (5.5)
" ãóñòèíà åíåðãi¨ â ñèñòåìi ñïîêîþ (ñóïóòíié ñèñòåìi) åëåìåíòó ðiäèíè; p  òèñê,
ùî çàçâè÷àé ¹ ôóíêöi¹þ äâîõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ, íàïðèêëàä, ãóñòèíè
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åíòðîïi¨ òà ãóñòèíè áàðiîííîãî ÷èñëà n, ÿêó çàäàþòü ó âëàñíié ñèñòåìi åëåìåíòó
ðiäèíè; U = dx=ds - åéëåðîâà ÷îòèðèøâèäêiñòü, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ó êîæíié
òî÷öi ñåðåäîâèùà; UU = 1. Ãóñòèíà åíåðãi¨ òà òèñê, à òàêîæ iíâàðiàíòíà ãóñòèíà
áàðiîííîãî ÷èñëà n, ¹ ñêàëÿðíèìè âåëè÷èíàìè; âîíè âèçíà÷àþòüñÿ â ëîêàëüíî-
ñóïóòíié ñèñòåìi ñïîñòåðiãà÷à, ùî ðóõà¹òüñÿ ðàçîì ç åëåìåíòîì ðiäèíè.
Ç (5.4) âèïëèâà¹ óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi
r [("+ p)U] = Urp  U@p; (5.6)
òà óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ Åéëåðà
("+ p)UrU = (g   UU) @p; (5.7)
öi ðiâíÿííÿ îïèñóþòü ðóõ ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà.
Ðiâíÿííÿ (5.4) òðåáà äîïîâíèòè ðiâíÿííÿì ñòàíó òà íåçàëåæíèì åâîëþöiéíèì
ðiâíÿííÿì äëÿ ùå îäíîãî òåðìîäèíàìi÷íîãî ïàðàìåòðà. Öå ìîæå áóòè,
íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ çáåðåæåííÿ áàðiîííîãî ÷èñëà:
r (nU) = 0: (5.8)
3. Òåíçîð Ðiìàíà. Óìîâè, çà ÿêèõ iñíó¹ ñèñòåìà êîîðäèíàò, äå ïîõiäíi âiä
ìåòðè÷íîãî òåíçîðà äîðiâíþþòü íóëþ â óñüîìó ïðîñòîði àáî ó ñêií÷åííié îáëàñòi
çìiííèõ x, âèçíà÷àþòüñÿ òåíçîðîì êðèâèíè Ðiìàíà:
R  = @ 

   @  +         : (5.9)
ßêùî R   0 â äåÿêié îáëàñòi, òî ïðîñòið-÷àñ ¹ ïëîñêèì i ðiâíÿííÿ g; 
0 òàêîæ ìîæå áóòè âèêîíàíî â öié îáëàñòi ïðè âiäïîâiäíîìó âèáîði êîîðäèíàò.
Ó öié îáëàñòi ìåòðè÷íèé òåíçîð ìîæíà çâåñòè äî òåíçîðà Ìiíêîâñüêîãî
êîîðäèíàòíèì ïåðåòâîðåííÿì.
Òåíçîð êðèâèíè çàäîâîëüíÿ¹ àëãåáðà¨÷íèì ñïiââiäíîøåííÿì
R =  R =  R = R ; R +R +R = 0; (5.10)
à òàêîæ äèôåðåíöiàëüíèì ñïiââiäíîøåííÿì (òîòîæíîñòi Áiàíêi)
R ; " +R" ;  +R" ;   0; (5.11)
íàãàäà¹ìî, ùî êðàïêà ç êîìîþ îçíà÷à¹ êîâàðiàíòíå äèôåðåíöiþâàííÿ.
Çãîðòêó òåíçîðà Ðiìàíà çà ïåðøèì i òðåòiì iíäåêñàìè 2
R = R


2Iíîäi çãîðòàþòü çà ïåðãèì i ÷åòâåðòèì iíäåêñàìè, â öüîìó ðàçi òåíçîðè êðèâèíè, Ði÷÷i òà
ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿíü Åéíøòåéíà âiäðiçíÿþòüñÿ çíàêîì.
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íàçèâàþòü òåíçîðîì Ði÷÷i ; öåé òåíçîð ¹ ñèìåòðè÷íèì: R = R. Âåëè÷èíó
R = gR = g
gR íàçèâàþòü ñêàëÿðíîþ êðèâèíîþ. Òåíçîð
G = R   1
2
gR
íàçèâàþòü òåíçîðîì Åéíøòåéíà. Ç òîòîæíîñòåé Áiàíêè âèïëèâà¹ êîâàðiàíòíèé
"çàêîí çáåðåæåííÿ"
G ;  0 (5.12)
Êîðîòêî ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü äié, ùî ïðèâîäèòü äî ðiâíÿíü Åéíøòåéíà.
Ðiâíÿííÿ äëÿ ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ìîæíà îòðèìàòè ïðàêòè÷íî îäíîçíà÷íî (ç
òî÷íiñòþ äî äâîõ âiëüíèõ êîíñòàíò) ç íàñòóïíèõ óìîâ: (à) öå ìàþòü áóòè ðiâíÿííÿ
íå âèùå äðóãîãî ïîðÿäêó; (á) âîíè ìàþòü âèïëèâàòè ç âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó
ñòàöiîíàðíî¨ äi¨
S =
w


d4x
p g(Lg + Lm);
äå ãðàâiòàöiéíà ÷àñòèíà ëàãðàíæiàíó Lg ¹ iíâàðiàíòîì, ïîáóäîâàíèì ëèøå ç
g(x) òà éîãî ïîõiäíèõ; (â) ëàãðàíæiàí Lm íåãðàâiòàöiéíèõ ïîëiâ ìîæå ìiñòèòè
ëèøå g òà éîãî ïåðøi ïîõiäíi g;.
Íàñëiäêîì öèõ óìîâ ¹ âèãëÿä ãðàâiòàöiéíî¨ ÷àñòèíè äi¨
Lg = C1R+ C2
äå êîíñòàíòè C1; C2 ïîâ'ÿçàíi ç ãðàâiòàöiéíîþ ñòàëîþ òà ç êîñìîëîãi÷íîþ ñòàëîþ,
ùî áóëà âèçíà÷åíà íàïðèêiíöi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ ç äàíèõ ïîçàãàëàêòè÷íî¨
àñòðîíîìi¨.
Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíÿííÿ Åéíøòåéíà
R   1
2
g(R+ 2) =
8G
c4
T ; (5.13)
äå
T =
2p g

@
@g
 p gLm  @
@x

@
@g;
 p gLm ; (5.14)
òåíçîð åíåðãi¨ iìïóëüñó íåãðàâiòàöiéíèõ ïîëiâ. Óìîâîþ iíòåãðîâíîñòi ðiâíÿíü
(5.13) ¹ êîâàðiàíòíèé çàêîí çáåðåæåííÿ rT = 0, ÿêèé ìîæíà îòðèìàòè i ç
iíøèõ ìiðêóâàíü.
5.3. Ðiâíÿííÿ Ôðiäìàíà
Óìîâè ïðîñòîðîâî¨ îäíîðiäíîñòi òà içîòðîïi¨. ßêùî âiäêèíóòè òî÷êó
çîðó ùîäî âèäiëåíîãî ïîëîæåííÿ íàøî¨ Ãàëàêòèêè ó Âñåñâiòi, ñëiä ïðèéíÿòè
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ãiïîòåçó ïðî îäíîðiäíiñòü (ó ñåðåäíüîìó) òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó. Ñïîñòåðåæåííÿ
ñâiä÷àòü, ùî íàø Âñåñâiò âèãëÿäà¹ ïðèáëèçíî îäíàêîâî â óñiõ íàïðÿìàõ, i
ïðèðîäíî ââàæàòè, ùî òàê ñàìî âií âèãëÿäà¹ äëÿ ñïîñòåðiãà÷à â áóäü-ÿêié iíøié
ãàëàêòèöi. Ïîòóæíèì àðãóìåíòîì íà êîðèñòü öüîãî ¹ içîòðîïiÿ òàê çâàíîãî
"ðåëiêòîâîãî" åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ïîøèðþ¹òüñÿ ó Âñåñâiòi
â óñiõ íàïðÿìêàõ, âàðiàöi¨ òåìïåðàòóðè ÿêîãî ïîìiòíi ëèøå íà ðiâíi 0.001%.
Òàêèì ÷èíîì ïåðøèé êðîê ó ïîáóäîâi êîñìîëîãi÷íèõ ìîäåëåé ïîëÿãà¹ ó ðîçãëÿäi
óìîâ îäíîðiäíîñòi òà içîòðîïi¨ òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó. Çà óìîâ ïðîñòîðîâî¨
îäíîðiäíîñòi òà içîòðîïi¨, ùî ñòîñóþòüñÿ íå òiëüêè ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ, à é óñiõ
iíøèõ âåëè÷èí, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü Âñåñâiò íà âåëèêèõ ìàñøòàáàõ, ðiâíÿííÿ
Åéíøòåéíà çâîäÿòüñÿ äî êîñìîëîãi÷íèõ ðiâíÿíü Ôðiäìàíà (äèâ., íàïð. [12, 13,
15, 16]).
Àíàëiç óìîâ îäíîðiäíîñòi òà içîòðîïi¨ ïðèâîäèòü äî òàêîãî âèãëÿäó ìåòðèêè
ó äåÿêié ñèñòåìi êîîðäèíàò t; ; ; '
ds2 = c2dt2   a2(t) d2 + F 2()  d2 + sin2 d'2 : (5.15)
äå ôóíêöiÿ F () ìà¹ ðiçíèé âèãëÿä â çàëåæíîñòi âiä çíàêó ñêàëÿðíî¨ êðèâèíè 
òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó (òîáòî ãiïåðïîâåðõíi t = const)
1)  =  1; F () = sinçàìêíåíèé Âñåñâiò,
2)  = 0; F () =  ïðîñòîðîâî-ïëîñêèé Âñåñâiò,
3)  = 1; F () = sh âiäêðèòèé Âñåñâiò.
Ïiäñòàíîâêà (5.15) â ðiâíÿííÿ Åéíøòåéíà ç òåíçîðîì åíåðãi¨ iìïóëüñó
iäåàëüíî¨ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ðiäèíè (5.5)  ÿêùî âåñü Âñåñâiò îïèñóâàòè çà
äîïîìîãîþ ãiäðîäèíàìi÷íî¨ ìîäåëi  äà¹ ëèøå äâà íåòðèâiàëüíèõ ðiâíÿííÿ ([12,
13, 15, 16])
d2a
dt2
=  4G
3

+
3p
c2

; (5.16)
1
2

da
dt
2
  4G
3
a2 =
c2
2
; (5.17)
äå  = "=c2   iíâàðiàíòíà ãóñòèíà ìàñè ñïîêîþ óñiõ âèäiâ ìàòåði¨ ó Âñåñâiòi,
îêðiì ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ, êóäè ìè âêëþ÷èëè òàêîæ ãóñòèíó "òåìíî¨" åíåðãi¨
" =
c4
8G òà âiä'¹ìíèé òèñê p =  ", ïîâ'ÿçàíi ç êîñìîëîãi÷íîþ ñòàëîþ.
Çàâäÿêè óìîâàì îäíîðiäíîñòi òà içîòðîïi¨, ç ðiâíÿíü ãiäðîäèíàìiêè äëÿ
ëîêàëüíî íåðóõîìî¨ ðiäèíè çàëèøà¹òüñÿ ëèøå îäíå íåòðèâiàëüíå ðiâíÿííÿ 
íåïåðåðâíîñòi  ÿêå ïðèéìà¹ âèä
d
dt
+ 3

+
p
c2
 d
dt
ln a = 0: (5.18)
Íàãàäà¹ìî, ùî ç òîòîæíîñòi (5.12) âèïëèâà¹ êîâàðiàíòíèé çàêîí çáåðåæåííÿ
(5.4), ÿêèé ìà¹ íàñëiäêîì ðiâíÿííÿ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ ãiäðîäèíàìiêè. Òàêèì ÷èíîì,
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ðiâíÿííÿ ðóõó òà ðiâíÿííÿ ïîëÿ íå ¹ íåçàëåæíèìè. Öå ëåãêî ïåðåâiðèòè
áåçïîñåðåäíüî äëÿ ðiâíÿíü (5.16)(5.18). Äàëi äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî Âñåñâiòó
ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ (5.17) òà (5.18)
Äëÿ ðiâíÿííÿ ñòàíó õîëîäíîãî iäåàëüíîãî ãàçó p = 0 ç (5.18) âèïëèâà¹
d
dt
 
a3

= 0; çâiäêè   a 3:
Äëÿ ðiâíÿííÿ ñòàíó óëüòðàðåëÿòèâiñòñüêîãî iäåàëüíîãî ãàçó p = "=3
àíàëîãi÷íî ìà¹ìî   a 4.
Äëÿ òèñêó "êîñìîëîãi÷íîãî âàêóóìó" p = pvac =  " , öå óçãîäæó¹òüñÿ ç
ðiâíÿííÿì (3.11), ÿêå â öüîìó ðàçi ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó òîòîæíiñòü.
2. Êðèòè÷íà ãóñòèíà ÿê áiôóðêàöiéíå çíà÷åííÿ.
Óâåäåìî ïàðàìåòð Ãàááëà
H =
1
a
da
dt
Çíà÷åííÿ öüîãî ïàðàìåòðà ó ñó÷àñíó åïîõó H0 = H(t0) íàçèâàþòü ñòàëîþ
Ãàááëà. ßêùî ââåñòè êðèòè÷íó ãóñòèíó
cr(t) =
3H2(t)
8G
òà îìåãà-ïàðàìåòð

(t) =
(t)
cr(t)
;
ðiâíÿííÿ (5.17), ïåðåïèøåòüñÿ òàê:
H2(t)[1  
(t)] =  c
2
a2(t)
: (5.19)
Äàëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ cr;0 =
3H20
8G .
ßê áà÷èìî, âiäìiííiñòü 
 âiä îäèíèöi âèçíà÷à¹ çíàê , à çíà÷èòü i çíàê
ïðîñòîðîâî¨ êðèâèíè îäíîðiäíîãî Âñåñâiòó. Ïðè öüîìó äîñòàòíüî âèçíà÷èòè çíàê
1 
 â ñó÷àñíó åïîõó, î÷åâèäíî, âií çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííèì äëÿ óñüîãî ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿíü Ôðiäìàíà.
Â "ñòàðié" êîñìîëîãi÷íié ìîäåëi (áåç êîñìîëîãi÷íî¨ ñòàëî¨) çàìêíåíiñòü ÷è
âiäêðèòiñòü ìîäåëi âèçíà÷àëà îäíî÷àñíî ìîæëèâiñòü ïðîäîâæèòè ðîçâ'ÿçîê a(t)
íà óñi ìîìåíòè ÷àñó t > 0 (àáî âiäñóòíiñòü òàêî¨ ìîæëèâîñòi). Öå ïîâ'ÿçàíî
ç âèáîðîì ïåâíî¨ ôiçè÷íî¨ ìîäåëi íåãðàâiòàöiéíèõ âçà¹ìîäié, ÿêèé, çîêðåìà
çàáåçïå÷ó¹ óëüòðà-ðåëÿòèâiñòñüêå ðiâíÿííÿ ñòàíó p = "=3 â ðàííüîìó Âñåñâiòi
(ãàðÿ÷à ìîäåëü) òà p = 0 â ñó÷àñíó åïîõó ïiñëÿ ðåêîìáiíàöi¨ âîäíþ (õîëîäíà
ìàòåðiÿ). Çàâäÿêè ðiâíÿííþ ñòàíó êîíñòàíòà ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (5.17)
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âèçíà÷à¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó â ìàéáóòíüîìó, îñêiëüêè ïðè çáiëüøåííi a(t)
âíåñîê ÷ëåíà (4G=3)a2 â öå ðiâíÿííÿ ñïàäà¹.
Â ðîáîòàõ ç êîñìîëîãi¨ â ðàìêàõ ÿêiñíîãî ðîçãëÿäó ÷àñòî ðîçãëÿäàþòü
îäíîðiäíi içîòðîïíi ãiäðîäèíàìi÷íi ìîäåëi, äå âñþ ðå÷îâèíó Âñåñâiòó îïèñóþòü
îäíèì åôåêòèâíèì ðiâíÿííÿì ñòàíó òèïó p = p() (áàðîòðîïíå ðiâíÿííÿ ñòàíó).
Ïðè öüîìó ââîäÿòü ïàðàìåòð w = p=". ßêùî p()  0, ÿê âèäíî ç (5.16), çàâæäè
d2a=dt2 < 0; ÿêùî ìà¹ ìiñöå ðîçøèðåííÿ (da=dt < 0), òî âîíî âiäáóâà¹òüñÿ çi
ñïîâiëüíåííÿì.
Ç ðiâíÿííÿ (5.18)
d ln 
dt
+ 3 (1 + w)
d
dt
ln a = 0:
çâiäêè
(a) = 0 exp
 
 3
aw
a0
(1 + w)
da
a
!
; a0 = a(t0); 0 = (t0) : (5.20)
Ïiäñòàíîâêà â (5.17) äà¹
1
2

da
dt
2
+ V (a) =
c2
2
; (5.21)
äå ïîçíà÷åíî
V (a) =  4G
3
a20 exp
 
 3
aw
a0
(1 + w)
da
a
!
: (5.22)
Ðiâíÿííÿ (5.21) ëåãêî àíàëiçóâàòè, îñêiëüêè âîíî ìà¹ âèãëÿä çàêîíó
çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ äëÿ ÷àñòèíêè îäèíè÷íî¨ ìàñè ç êîîðäèíàòîþ a â ïîëi ç
âiä'¹ìíèì ïîòåíöiàëîì V (a) òà åíåðãi¹þ c2=2.
Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè ç w  0. Ââàæà¹ìî, ùî ó äåÿêèé ìîìåíò _a(t0) > 0 
Âñåñâiò ðîçøèðþ¹òüñÿ, ùî âiäïîâiäà¹ äàíèì ñïîñòåðåæåíü. Â çàëåæíîñòi âiä 
ìà¹ìî òàêi âàðiàíòè.
1)  =  1 (çàìêíåíèé Âñåñâiò, âiä'¹ìíà "åíåðãiÿ ÷àñòèíêè"). Çà a > a0, w  0
ìà¹ìî
V (a)  a2 exp
 
 3
aw
a0
(1 + w)
da
a
!
 a2 exp
 
 3
aw
a0
da
a
!
= a 1 (a0)
3
:
Çà âåëèêèõ a öÿ âåëè÷èíà ñïàäà¹ äî íóëÿ, òîìó çðîñòàííÿ a(t) äî
íåñêií÷åííîñòi íåìîæëèâå, îñêiëüêè òîäi â (5.21) ëiâà ÷àñòèíà äîäàòíà, à ïðàâà
âiä'¹ìíà. Ðîçâ'ÿçîê íàòðàïëÿ¹ íà òî÷êó ïîâîðîòó t = t1 > t0, ïðè÷îìó  V (a1) +
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c2
2 = 0, äå a = a1  a(t1), i â öié òî÷öi âiäáóâà¹òüñÿ çìiíà çíàêó da=dt.
Ïiñëÿ öüîãî, îñêiëüêè d2a=dt2 < 0, ìàñøòàáíèé ôàêòîð a(t) ñïàäà¹ äî íóëÿ,
9t2 : a(t) ! 0; t ! t2. Ïiñëÿ òî÷êè ïîâîðîòó a(t) < a(t1) çà t > t1, òîäi,
çãiäíî ç (5.20),
(a) = (t1) exp
 
3
a1w
a
(1 + w)
da
a
!

a1
a
3
!1 ïðè t! t2:
2)  = 0 (ïðîñòîðîâî-ïëîñêèé Âñåñâiò, "åíåðãiÿ ÷àñòèíêè" äîðiâíþ¹ íóëþ):
òî÷îê ïîâîðîòó íåìà¹, _a > 0 i a(t) çðîñòà¹ äî íåñêií÷åííîñòi. ßâíèé âèãëÿä
àñèìïòîòèêè çà âåëèêèõ t çàëåæèòü âiä êîíêðåòíîãî âèãëÿäó çàëåæíîñòi p(").
ßêùî w = const >  1, ç (5.20) ìà¹ìî   a 3(1+w) i ïðÿìå iíòåãðóâàííÿ (5.21) çà
 = 0 äà¹
a(t)  tm; m = 2
3(1 + w)
: (5.23)
3)  = 1 (âiäêðèòèé Âñåñâiò, äîäàòíà "åíåðãiÿ ÷àñòèíêè"), ìà¹ìî
ãiïåðáîëi÷íèé ðóõ, òî÷îê ïîâîðîòó íåìà¹, V (a) ! 0; a(t) çðîñòà¹ äî
íåñêií÷åííîñòi, ïðè öüîìó _a(t)! const > 0 âèõîäèòü íà êîíñòàíòó i a(t) ' ct.
Òàêèì ÷èíîì, êðèòè÷íó ãóñòèíó, à òî÷íiøå ïàðàìåòð 
(t0) ìîæíà ââàæàòè
áiôóðêàöiéíèì ïàðàìåòðîì, ÿêèé âèçíà÷à¹ óìîâè, êîëè ðîçâ'ÿçîê êîñìîëîãi÷íèõ
ðiâíÿíü âèçíà÷åíèé äëÿ óñiõ ÷àñiâ, à êîëè íi.
3. Óðàõóâàííÿ êîñìîëîãi÷íî¨ ñòàëî¨. Âèñíîâêè ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó
ñóòò¹âî ñïèðàëèñÿ íà êîíêðåòíèé âèä ðiâíÿííÿ ñòàíó. Îäíèì ç âàæëèâèõ
äîñÿãíåíü êiíöÿ 20-ãî ñòîëiòòÿ ¹ âèñíîâîê ïðî íàÿâíiñòü ïðèñêîðåííÿ ðîçøèðåííÿ
Âñåñâiòó (íà âiäìiíó âiä ñïîâiëüíåííÿ â ñòàðié ìîäåëi). Ïðè÷èíó òàêîãî
ïðèñêîðåííÿ íàçâàëè 'òåìíîþ åíåðãi¹þ', ÿêó, ó íàéáiëüø ïðîñòîìó ïiäõîäi, ìîæíà
îïèñàòè çà äîïîìîãîþ íåíóëüîâî¨ êîñìîëîãi÷íî¨ ñòàëî¨; ïðè öüîìó âiäïîâiäíà
ãóñòèíà åíåðãi¨ " = c
4
8G = const, ãóñòèíà ìàñè  = "=c
2. Ðîçãëÿíüìî
ïîâåäiíêó ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà â ñó÷àñíié ìîäåëi ç õîëîäíîþ òåìíîþ ìàòåði¹þ
òà êîñìîëîãi÷íîþ ñòàëîþ (CDM -ìîäåëü). Äëÿ íåáàðiîííî¨ òåìíî¨ ìàòåði¨
ïîêëàäåìî p = 0. Çâè÷àéíà áàðiîííà ìàòåðiÿ â ïåðiîä ïiñëÿ ðåêîìáiíàöi¨ âîäíþ
ìà¹ íåðåëÿòèâiñòñüêå ðiâíÿííÿ ñòàíó; áiëüøå òîãî, íà êîñìîëîãi÷íèõ ìàñøòàáàõ
óñåðåäíåíèé ðîçïîäië ðå÷îâèíè îïèñóþòü ìîäåëëþ íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê
(áåç òèñêó). Òîìó íåáàðiîííó òåìíó ìàòåðiþ òà áàðiîííó ðå÷îâèíó â ðiâíÿííÿõ
Ôðiäìàíà ìîæíà îá'¹äíàòè â ñïiëüíó êîìïîíåíòó ç ãóñòèíîþ m òà ðiâíÿííÿì
ñòàíó p = 0. Çàëåæíiñòü ãóñòèíè âiä ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà çãiäíî ç (5.20) çðó÷íî
âèðàçèòè ÷åðåç êðèòè÷íó ãóñòèíó cr;0 â ñó÷àñíó åïîõó
m(a) = cr;0
m;0
a0
a
3
; äå 
m;0 = m(t0)=cr;0:
Çà íàÿâíîñòi íåíóëüîâî¨ êîñìîëîãi÷íî¨ ñòàëî¨ ç òèñêîì p =  " ìà¹ìî
äîäàòêîâèé âíåñîê ó ãiäðîäèíàìi÷íèé òåíçîð åíåðãi¨ iìïóëüñó (5.5) T = "g
 .
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Ñó÷àñíà îöiíêà âíåñêó êîñìîëîãi÷íî¨ ñòàëî¨ â çàãàëüíó ãóñòèíó, ÿêà áëèçüêà äî
êðèòè÷íî¨, ¹ ïðèáëèçíî 
 = =cr;0  0:7, ÷àñòêà "õîëîäíî¨" ìàòåði¨ 
m;0  0:3.
Âíåñêîì iíøèõ êîìïîíåíò (ðåëiêòîâi ôîòîíè òà íåéòðèíî) òóò ìîæíà çíåõòóâàòè.
Òîìó â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (5.16)
+ 3p=c2 =  cr;0

2
   
m(a0=a)3

< 0:
Òàêèì ÷èíîì, Âñåñâiò ïðè t > t0 ðîçøèðþ¹òüñÿ ç ïðèñêîðåííÿì, a(t) > 0, a(t)!
1. Áiëüøå òîãî, öå ïðèñêîðåííÿ ç ÷àñîì áóäå çðîñòàòè, àäæå ïðè ðîçøèðåííi
m = "m=c
2  a 3 ñïàäà¹, òîìó âåëè÷èíà [ ("+3p)] íàäàëi ùå çáiëüøóâàòèìåòüñÿ.
Ç ÷àñîì "m ! 0 i ðiâíÿííÿ (5.17) ìîæíà íàáëèæåíî ïåðåïèñàòè ÿê
da
dt
2
=
8G
3c2
"a
2 = c2a2;
çâiäêè âèäíî, ùî ó äàëåêîìó ìàéáóòíüîìó ìàñøòàáíèé ôàêòîð âèõîäèòü íà
åêñïîíåíöiéíèé ðåæèì çðîñòàííÿ:
a  exp

ct
p


: (5.24)
Öåé ðåæèì çáiëüøåííÿ ç ïðèñêîðåííÿì íàçèâàþòü iíôëÿöiéíèì3, âií
ðåàëiçó¹òüñÿ íåçàëåæíî âiä çíàêó . Ñó÷àñíó ñòàäiþ êîñìîëîãi÷íî¨ iíôëÿöi¨ ñëiä
âiäðiçíÿòè âiä äóæå øâèäêîãî çðîñòàííÿ a(t), ÿêå, ÿê ïðèïóñêàþòü, âiäáóâàëîñÿ
ó ïåðøi ìèòò¹âîñòi åâîëþöi¨ Âñåñâiòó ïî÷èíàþ÷è ç ïëàíêiâñüêîãî ÷àñó 5  10 44
ñåê.
5.4. Iíôëÿöiÿ ðàííüîãî Âñåñâiòó
1. Ïðîáëåìè ñòàíäàðòíî¨ êîñìîëîãi÷íî¨ ìîäåëi. Ó CDM ìîäåëi ìà¹ìî
àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðiâíÿííÿ ñòàíó p = "=3 ïðè " ! 1; à â ñó÷àñíó åïîõó
îñíîâíi âíåñêè äàþòü òåìíà åíåðãiÿ (êîñìîëîãi÷íà ñòàëà), âíåñîê ÿêî¨ ñêëàäà¹

  0:7, çâè÷àéíà (áàðiîííà) ìàòåðiÿ òà íåáàðiîííà òåìíà ìàòåðiÿ, ÿêà ðàçîì iç
áàðiîííîþ êîìïîíåíòîþ ñêëàäà¹ 
m;0  0:3 âiä çàãàëüíî¨ ãóñòèíè.
Ïðè öüîìó âèíèêàþòü ïåâíi ïðîáëåìè, ç ÿêèõ íàéáiëüø ñåðéîçíèìè ¹
ïðîáëåìà ïëîùèííîñòi òà ïðîáëåìà ãîðèçîíòó. Ðîçãëÿíåìî öi ïèòàííÿ, ââàæàþ÷è
p = w", äå w = const; òîäi ç (5.20) ìà¹ìî   a 3(1+w).
Ïðîáëåìà ïëîùèííîñòi. Ïîäiëèìî ñïiââiäíîøåííÿ (5.19) äëÿ ñó÷àñíî¨
åïîõè t0 i äëÿ äîâiëüíîãî t
1  
(t)
1  
(t0) =
a20H
2
0
a2(t)H2(t)
: (5.25)
Ó ñòàíäàðòíié êîñìîëîãi¨ w  0, òîìó â ðàííi ÷àñè, êîëè a ! 0, â ðiâíÿííi
Ôðiäìàíà (5.17) ìà¹ìî, ùî ÷ëåí 4G3 a
2  1=a1+3w ! 1 ñòà¹ çíà÷íî áiëüøèì
3"Iíôëÿöiÿ" (ination) îçíà÷à¹ "ðîçäóâàííÿ".
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çà c
2
2 i îñòàííiì ìîæíà çíåõòóâàòè çà áóäü ÿêîãî  = 1; 0; 1. Öå îçíà÷à¹, ùî
äëÿ ðàííiõ ÷àñiâ ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè äëÿ ïðîñòîðîâî-ïëîñêî¨
ìîäåëi ç  = 0, äå ìà¹ìî (5.23),
a(t)  tm; m = 2
3(1 + w)
; (5.26)
çâiäêè ïðàâà ÷àñòèíà (5.25) âåäå ñåáå ÿê
a20H
2
0
a2(t)H2(t)


t
t0
P
; P =
1 + 3w
3(1 + w)
Òàêèì ÷èíîì, íàâiòü ÿêùî â ñó÷àñíó åïîõó âåëè÷èíà 
(t0) çíà÷èìî
âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îäèíèöi, çà t << t0 ìà¹ìî
1  
(t)
1  
(t0) 

t
t0
P
<< 1 : (5.27)
Â ìîäåëi ãàðÿ÷îãî Âñåñâiòó çà ìàëèõ t ðåàëiçó¹òüñÿ óëüòðà-ðåëÿòèâiñòñüêå
ðiâíÿííÿ ñòàíó w = 1=3. Òîäi, ÿêùî ïðèéíÿòè, ùî ïî÷àòîê êîñìîëîãi÷íîãî
ðîçøèðåííÿ4 âiäïîâiäà¹ t  tPl  10 43c, òî âiäìiííiñòü 
(t) âiä îäèíèöi
ñòàíîâèòü íåõòîâíî ìàëó âåëè÷èíó. Â öüîìó áóëî á íi÷îãî æàõëèâîãî, ÿêùî
á íå çàãàëüíîïðèéíÿòà iíòåðïðåòàöiÿ (5.17) ÿê àíàëîãà ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ
ïîòåíöiéíîþ ãðàâiòàöiéíîþ åíåðãi¹þ òà êiíåòè÷íîþ åíåðãi¹þ ðîçëüîòó. Íàéáiëüø
ïðèðîäíèì ïðèïóùåííÿì áóëî á 
(tPl)  1. Âèíèêà¹ çàïèòàííÿ, ÿê ïîÿñíèòè
j
(tPl)  1j << 1? Çâè÷àéíî, ìîæíà íàâîäèòè àðãóìåíòè â äóñi àíòðîïíîãî
ïðèíöèïó. ßêùî, íàïðèêëàä, â ðàííi ÷àñè âåëè÷èíà 
(t) 1 > 0 áóëà á ïîðiâíÿíîþ
ç îäèíèöåþ, òî íàø Âñåñâiò ñêîëàïñóâàâ áè çíà÷íî ðàíiøå, íiæ õòîñü ïî÷àâ áè
ñòàâèòè òàêi çàïèòàííÿ. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó 
(t)  1 < 0; 1 
(t)  1;
Âñåñâiò ðîçøèðÿâñÿ á äóæå øâèäêî i ãàëàêòèêè íå âñòèãëè á óòâîðèòèñÿ àæ
äî ñó÷àñíî¨ åïîõè. Àëå íàâiòü ó öüîìó êîíòåêñòi ïîòðiáíå òîíêå íàëàøòóâàííÿ
ïàðàìåòðà 
(t), i öå âèìàãà¹ ïîÿñíåííÿ.
Ïðîáëåìà ãîðèçîíòó. ßê âiäîìî, òåìïåðàòóðà ðåëiêòîâîãî
âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ïîøèðþ¹òüñÿ ç óñiõ íàïðÿìêiâ, ¹ ìàéæå îäíàêîâîþ
(T0 = 2:7 K); âiäìiííîñòi âiä öi¹¨ âåëè÷èíè ìàþòü ïîðÿäîê T=T0  10 5. Àëå â
êîñìîëîãi÷íié ìîäåëi ç äîäàòíèì òèñêîì p = w", w  0, íàïðÿìêè íà íåái, ùî
ðîçðiçíÿþòüñÿ íà äåêiëüêà ãðàäóñiâ, ¹ ïðè÷èííî íåçâ'ÿçàíèìè.
Ðîçãëÿíåìî öå áiëüø äîêëàäíî.
Íàéáiëüøèé ðîçìið îáëàñòi â ìîìåíò êîñìîëîãi÷íîãî ÷àñó t, íà ÿêó ìîæå
âïëèíóòè ïîäiÿ t = t1;  = 0 â êîîðäèíàòàõ, ùî âiäïîâiäàþòü ìåòðèöi (5.15),
äà¹òüñÿ âiäñòàííþ, ÿêó ïðîõîäèòü ñâiòëîâèé ñèãíàë. Öåé ðîçìið ìîæíà âèçíà÷èòè
ç ðiâíÿíü içîòðîïíî¨ ãåîäåçè÷íî¨ ds2 = c2dt2   a2(t)d2 = 0, ùî âiäïîâiäà¹
ïîøèðåííþ ñèãíàëó ç ïðîñòîðîâî¨ òî÷êè  = 0 âçäîâæ ðàäióñà . Öå äà¹ òàêó
ôiçè÷íó âiäñòàíü íà ãiïåðïîâåðõíi t = const
4ßêùî âçàãàëi òóò ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ÿêiéñü ìîìåíò ÷àñó ÷è ïî÷àòîê.
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D(t; t1) = ca(t)
tw
t1
dt0
a(t0)
: (5.28)
Çà w >  1=3 iíòåãðàë â (5.28) çáiãà¹òüñÿ íà éîãî íèæíié ìåæi ïðè t1 ! 0
i îñíîâíèé âíåñîê âèçíà÷à¹òüñÿ âåðõíüîþ ìåæåþ t >> t1, òîìó D(t; t1)  ct
çà t1 ! 0. Ãîëîâíèé âèñíîâîê: íàâiòü ïðè t1 ! 05 ðîçìið ïðè÷èííî-çâ'ÿçàíî¨
îáëàñòi ¹ ñêií÷åííèì. Öÿ âåëè÷èíà äëÿ ðåàëüíîãî Âñåñâiòó ¹ íå äóæå çíà÷íîþ,
ÿêùî âçÿòè t = trec = 3:8  105 ðîêiâ  ìîìåíò ðåêîìáiíàöi¨, êîëè óòâîðþ¹òüñÿ
ñïîñòåðåæóâàíèé ðîçïîäië òåìïåðàòóðè ðåëiêòîâîãî âèïðîìiíþâàííÿ. Çîêðåìà,
äëÿ w = 1=3 (óëüòðà-ðåëÿòèâiñòñüêå ðiâíÿííÿ ñòàíó) îòðèìà¹ìî D(trec; 0) =
2ctrec. Êóòîâèé ðîçìið öi¹¨ îáëàñòi ç òî÷êè çîðó ñó÷àñíîãî ñïîñòåðiãà÷à äîñèòü
ìàëèé: 10; î÷åâèäíî âií íå îõîïëþ¹ óñå íåáî.
Òàêèì ÷èíîì, îñíîâíå ïèòàííÿ â òîìó, ÷îìó ïðè÷èííî-íåçâ'ÿçàíi îáëàñòi íà
íåái ìàþòü ìàéæå îäíàêîâó òåìïåðàòóðó?
2. Êðèòè÷íi ïàðàìåòðè ðiâíÿííÿ ñòàíó êîñìîëîãi÷íî¨ ðiäèíè. ßê
áà÷èìî, â îáîõ ðîçðàõóíêàõ (ïðè ðîçãëÿäi i ïðîáëåìè ãîðèçîíòó, i ïðîáëåìè
ïëîùèííîñòi) îñîáëèâó ðîëü âiäiãðà¹ çíà÷åííÿ w =  1=3. Ìîæíà íàçâàòè éîãî
áiôóðêàöiéíèì ó òîìó ðîçóìiííi, ùî â îêîëi öüîãî çíà÷åííÿ ìà¹ìî ðîçâ'ÿçêè ç
ðiçíîþ ôiçè÷íîþ ïîâåäiíêîþ. Äiéñíî, ïðè  1 < w <  1=3 iíòåãðàë
tr
t1
dt0
a(t0) â (5.28)
ðîçáiãà¹òüñÿ íà íèæíié ìåæi, òîìó, âèáèðàþ÷è t1 äîñèòü ìàëèì, ìîæíà äîáèòèñÿ,
ùîá ðîçìið ïðè÷èííî-çâ'ÿçàíî¨ îáëàñòi (ñïîñòåðåæóâàíèé ðîçìið ãîðèçîíòó) áóâ
äîñèòü âåëèêèì, ïðèíàéìíi îõîïëþâàâ óñå íåáî. ×èì áëèæ÷å w äî  1, òèì áiëüøå
áóäå öåé ðîçìið äëÿ ôiêñîâàíèõ t1; t. Çà w =  1 ìàòèìåìî åêñïîíåíöiéíèé
ðåæèì òèïó (5.24). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè ãîðèçîíòó òðåáà
ïðèäóìàòè òàêó ìîäåëü, ÿêà á äàâàëà åôåêòèâíå ðiâíÿííÿ ñòàíó ç w <  1=3
ó ïåðøi ìèòò¹âîñòi êîñìîëîãi÷íîãî ðîçøèðåííÿ. Çâè÷àéíî, öå âèìàãà¹ ðîçãëÿä
íîâî¨ ôiçèêè ðàííüîãî Âñåñâiòó.
Çàçíà÷èìî, ùî çà âèêîíàííÿ óìîâè  1 < w <  1=3 ç piâíÿííÿ (5.26)
âèïëèâà¹, ùî ìàñøòàáíèé ôàêòîð a(t) çðîñòà¹ øâèäøå çà ëiíiéíó ôóíêöiþ âiä t.
Öå âiäïîâiäà¹ ïðèñêîðåíîìó ðåæèìó ðîçøèðåííÿ Âñåñâiòó, öå ëåãêî áà÷èòè òàêîæ
áåçïîñåðåäíüî ç (5.16).
Ùîäî ïðîáëåìè ïëîùèííîñòi, çðîáèìî ïðèðîäíå ïðèïóùåííÿ 
(tPl)  1 i
ðîçãëÿäà¹ìî ÷àñè t > tPl. Îñêiëüêè ìè ðîçãëÿäà¹ìî çáiëüøåííÿ a(t) çà t > tPl,
òóò çà  1 < w <  1=3 ç ÷àñîì ìàòèìåìî 4G3 a2 >> c
2
2 çà áóäü ÿêîãî  = 1; 0; 1.
Íåõòóþ÷è c2=2 â (5.17), îòðèìà¹ìî çà t >> tPl òà  1  w <  1=3,
1  
(t)
1  
(tPl) 

t
tPl
P
<< 1 :
ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî õàðàêòåð ôiçè÷íèõ âçà¹ìîäié çàáåçïå÷ó¹ ïîòðiáíå
5Çàçâè÷àé ðîçãëÿäàþòü t1  tPl.
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ðiâíÿííÿ ñòàíó, ìàòèìåìî, ùî ç ÷àñîì âiäìiííiñòü êîñìîëîãi÷íî¨ ìîäåëi
âiä ïëîñêî¨ ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Â iíôëÿöiéíèõ ìîäåëÿõ öå çàáåçïå÷óþòü,
íàïðèêëàä, çà äîïîìîãîþ âèáîðó ïîòåíöiàëó ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Â ïåðiîä øâèäêîãî
ðîçäóâàííÿ Âñåñâiòó ïðîõîäèòü ðîçãëàäæóâàííÿ óñiõ ôëóêòóàöié ãóñòèíè òà
iíøèõ ïàðàìåòðiâ, ùî çàáåçïå÷ó¹ âèñîêó îäíîðiäíiñòü ñïîñòåðåæóâàíî¨ ÷àñòèíè
Âñåñâiòó; âiäáóâà¹òüñÿ íàðîäæåííÿ ÷àñòèíîê. Çà öåé ïåðiîä Âñåñâiò çáiëüøó¹
ðîçìiðè íà áàãàòî ïîðÿäêiâ. Ïiñëÿ iíôëÿöiéíî¨ ñòàäi¨ åâîëþöiÿ âèõîäèòü íà
çâè÷àéíèé ðåæèì ðîçøèðåííÿ ãàðÿ÷îãî Âñåñâiòó ç óëüòðà-ðåëÿòèâiñòñüêèì
ðiâíÿííÿì ñòàíó p = "=3. Äîêëàäíèé ðîçãëÿä ïèòàíü iíôëÿöiéíî¨ êîñìîëîãi¨
ìîæíà çíàéòè â [13, 14, 17, 19].
Ùå îäíà êðèòè÷íà òî÷êà â ðiâíÿííi ñòàíó: w =  1. ßêùî ó Âñåñâiòi
ïðèñóòíÿ ñêëàäîâà ìàòåði¨ ç ðiâíÿííÿì ñòàíó p = w"; w <  1, òî ç ðiâíÿííÿ
íåïåðåðâíîñòi (5.18) äëÿ öi¹¨ ñêëàäîâî¨ âèïëèâà¹ "  a2;  =  3(1 + w)=2 > 0,
òîáòî ç ðîçøèðåííÿì Âñåñâiòó ãóñòèíà åíåðãi¨ çðîñòà¹ i âîíà äîìiíó¹ ó ïðàâié
÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (5.17). Çâiäñè çà âåëèêèõ a
da
dt
=

8G
3
(t0)
a0
a

a2 + c2
1=2
 Aa1+; A > 0:
Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ íàòðàïëÿ¹ íà ñèíãóëÿðíiñòü a(t)!1 çà t! t1 äëÿ
äåÿêîãî ñêií÷åííîãî t1. Ãóñòèíà åíåðãi¨ ó öåé ìîìåíò ¹ íåñêií÷åííîþ, áóäü-ÿêi äâi
ðiçíi, íàâiòü äóæå áëèçüêi, òî÷êè âiä÷óâàþòü íåñêií÷åííå âiäíîñíå ïðèñêîðåííÿ
("ðîçðèâ Âñåñâiòó").
Ïðîñòà ìîäåëü iíôëÿöi¨ ç ñêàëÿðíèì ïîëåì Ìîäåëi ç ñêàëÿðíèì ïîëåì
÷àñòî çàñòîñîâóþòü ó ñó÷àñíié êîñìîëîãi¨ çàâäÿêè ¨õ âiäíîñíié ïðîñòîòi. Äàëi
ïðàöþ¹ìî ïëàíêiâñüêèõ îäèíèöÿõ: c = 1; ~ = 1; G = 1. Ãóñòèíà ôóíêöi¨
Ëàãðàíæà (ëàãðàíæiàí) ìàñèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ '(x) ó ïðîñòîði ç ìåòðèêîþ
g ìà¹ âèãëÿä:
L('; @') =
1
2
 
g';';  m2'2

(5.29)
Çãiäíî ç çàãàëüíèì ïðèíèöèïîì ñòàöiîíàðíî¨ äi¨ ôóíêöiîíàë
S =
w
L('; @')
p gd4x
ìà¹ ðiâíó íóëþ ïåðøó âàðiàöiþ íà "ïðàâèëüíèõ" ïîëüîâèõ ôóíêöiÿõ. Öÿ óìîâà
ïðèâîäèòü äî ðiâíÿíü Åéëåðà-Ëàãðàíæà
@ ~L
@'
  @
@x
@ ~L
@';
= 0 ; ~L =
p gL (5.30)
Òîäi ïðèõîäèìî äî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi
(D +m2)' = 0; (5.31)
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äå D' = grr'  1p g @@x
hp gg @'
@x
i
 êîâàðiàíòíèé îïåðàòîð
ä'Àëàìáåðà.
Òåíçîð åíåðãi¨ iìïóëüñó (ÒÅI) íåãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ ç ëàãðàíæiàíîì L ìà¹
âèä [2, 3]
T(x) =
2p g
(
@ ~L
@g
  @
@x
 
@ ~L
@g ;
!)
(5.32)
Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âií ïðèéìà¹ âèãëÿä:
T = ';';   1
2
 
';';g
  m2'2 g (5.33)
Ìîæíà ïåðåâiðèòè ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì ç âðàõóâàííÿì ÿâíîãî âèãëÿäó (5.33) òà
ðiâíÿííÿ ïîëÿ (5.31), ùî ó òàêîìó âèãëÿäi ÒÅI äiéñíî çàäîâîëüíÿ¹ êîâàðiàíòíîìó
çàêîíó çáåðåæåííÿ rT = 0.
Ó îäíîðiäíîìó òà içîòðîïíîìó Âñåñâiòi ïîëå ' ìîæå çàëåæàòè ëèøå âiä
êîñìîëîãi÷íîãî ÷àñó '  '(t). Òîäi ëåãêî îòðèìàòè, ùî
T00 = _'
2   1
2

_'2 g00  m2 '2 g00 = 1
2

_'2 +m2 '2

(5.34)
Tii =  12

_'2 g00  m2 '2 gii = 12  _'2  m2 '2 gii;
i = 1; 2; 3:
(5.35)
Çãàäà¹ìî, ùî ÒÅI iäåàëüíî¨ ðiäèíè ìà¹ âèãëÿä:
T = (p+ ")UU   pg (5.36)
òîáòî äëÿ ìåòðèêè 5.15
T00 = (p+ ")  p = "; Tii = pgii:
Òàêèì ÷èíîì, ïîðiâíþþ÷è (5.34),(5.35) ç (5.36) áà÷èìî, ùî ñêàëÿðíå ïîëå ìîæíà
ôîðìàëüíî ðîçãëÿäàòè ÿê iäåàëüíó ðiäèíó ç ãóñòèíîþ åíåðãi¨
" =
1
2

_'2 +m2 '2

òà òèñêîì
p =
1
2
h
( _')
2  m2 '2
Õâèëüîâå ðiâíÿííÿ (5.31) íàáóâà¹ âèãëÿäó
'+ 3H _'+m2' = 0 ; H  _a
a
: (5.37)
Ïîäàëüøèé ðîçãëÿä âèìàãà¹ ñïiëüíîãî àíàëiçó ðiâíÿíü (5.37) òà ðiâíÿííÿ
Ôðiäìàíà
H2 =
8
3
"  k
a2
; k = 0; 1; 1: : (5.38)
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Ðåæèì ïîâiëüíîãî ñêî÷óâàííÿ. Ðiâíÿííÿ (5.37) ìà¹ âèãëÿä ðiâíÿííÿ
îñöèëÿòîðà çi çìiííèì òåðòÿì. ßê âiäîìî, çà âåëèêîãî òåðòÿ çàìiñòü êîëèâàíü
ìà¹ ìiñöå "â'ÿçêà" ïîâåäiíêà îñöèëÿòîðà, êîëè âií ìîíîòîííî ñêî÷ó¹òüñÿ äî
ïîëîæåííÿ ìiíiìóìó ó ïîòåíöiàëüíié ÿìi  m2'. Ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (5.37) òàêèé
ðåæèì ñêî÷óâàííÿ ìîæëèâèé, äîêè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
H >> m; (5.39)
ïðè÷îìó âíåñêîì äðóãî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì â (5.37) ìîæíà çíåõòóâàòè:
_' =  m
2
3H
' : (5.40)
Çãiäíî äî (5.39) ìà¹ìî
_'2 =
m4
9H2
'2 << m2'2; (5.41)
òîäi
" =
1
2
h
( _')
2
+m2'2
i
 1
2
m2'2   p;
àáî
p   ";
òîáòî åôåêòèâíå ðiâíÿííÿ ñòàíó âiäïîâiäà¹ óìîâi w <  1=3, çà ÿêî¨ âèíèêà¹
ìîæëèâiñòü îáiéòè ïðîáëåìè ãîðèçîíòó òà ïëîùèííîñòi. Ç ðiâíÿííÿ (5.38)
H2  4
3
m2'2   k
a2
; (5.42)
Ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî, ùî âåëè÷èíè H  p" íà ïî÷àòêó ðîçøèðåííÿ t = t1
áóëè äóæå âåëèêèìè. Ïðè öüîìó ìîæëèâî, ùî âåëè÷èíè "(t1) òà 1=a2(t1) áóëè
îäíîãî ïîðÿäêó, òîáòî Âñåñâiò ìiã áóòè ÿê âiäêðèòèì, òàê i çàìêíåíèì. Ç óìîâè
(5.39) òà ðiâíÿííÿ Ôðiäìàíà (5.38) ó öåé ìîìåíò ìà¹ìîm2'2  H2 >> m2, çâiäêè
'(t1) >> 1 (äå ìè ââàæà¹ìî, äëÿ ïðîñòîòè, '(t1) äîäàòíèì).
Îñêiëüêè óìîâà (5.41) âiäïîâiäà¹ ðåæèìó ðîçøèðåííÿ òåìíî¨ åíåðãi¨ ç p   ";
òîäi ç ðiâíÿíü ãiäðîäèíàìiêè ìà¹ìî " = const, H  const, ïðè öüîìó ìàñøòàáíèé
ôàêòîð åêñïîíåíöiéíî çáiëüøó¹òüñÿ: a(t)  exp(Ht). Öåé ðåæèì íàçèâàþòü
åêñïîíåíöiéíîþ iíôëÿöi¹þ (ðîçäóâàííÿì). Çà âåëèêîãî H  const çðîñòàííÿ
a(t) âiäáóâà¹òüñÿ äóæå øâèäêî; ïðè÷îìó íà ìàñøòàái äåêiëüêîõ ïëàíêiâñüêèõ
÷àñiâ äîäàíêîì ç k ó ðiâíÿííi (5.38) ìîæíà çíåõòóâàòè i êîñìîëîãi÷íà åâîëþöiÿ
âiäáóâà¹òüñÿ ÿê ó âèïàäêó ïðîñòîðîâî-ïëîñêîãî Âñåñâiòó. Çîêðåìà, çàâäÿêè
øâèäêîìó çáiëüøåííþ a(t) íåðiâíiñòü " >> 1=a2 ïðîòÿãîì ðåæèìó ñêî÷óâàííÿ
ïiäñèëþ¹òüñÿ, à öå åêâiâàëåíòíî 
(t)  1! 0. Òîäi ðîçãëÿä åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü
(5.40, 5.42) çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ. Ìà¹ìî ç (5.42)
H2  4
3
m2'2 : (5.43)
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òîäi ç (5.40)
_' =   mp
12
) '(t) = '(t1)  mp
12
(t  t1):
Ïðîòÿãîì ÷àñó   0:1'(t1)=m ïðàöþ¹ ðåæèì ñêî÷óâàííÿ, ïîëå òà ãóñòèíà åíåðãi¨
çàëèøàþòüñÿ ïðàêòè÷íî íåçìiííèìè. Îöiíêè ïîêàçóþòü, ùî, ïðè âiäïîâiäíîìó
âèáîði ïàðàìåòðiâ çàäà÷i, öüîãî ÷àñó âèÿâëÿ¹òüñÿ äîñèòü, ùîá çàáåçïå÷èòè òàêó
ñòåïiíü ðîçäóâàííÿ, ÿêà iç âåëèêèì çàïàñîì ìîæå çàáåçïå÷èòè âèðiøåííÿ ïðîáëåì
ãîðèçîíòó òà ïëîùèííîñòi.
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6Òîïîëîãi÷íi äåôåêòè ó Âñåñâiòi
Òîïîëîãi÷íèì äåôåêòîì íàçèâàþòü ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü òåîði¨ ïîëÿ àáî, âçàãàëi,
ðîçâÿçîê äåÿêèõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ùî ¹ ãîìîòîïi÷íî1 âiäìiííèé âiä
äåÿêîãî òðèâiàëüíîãî (âàêóóìíîãî) ðîçâ'ÿçêó. Ó êîñìîëîãi¨ òîïîëîãi÷íi äåôåêòè
ìîæóòü âèíèêàòè â ðåçóëüòàòi ïåâíèõ áiôóðêàöié åôåêòèâíîãî ïîòåíöiàëó
äåÿêîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîëÿ (íàïðèêëàä, ñêàëÿðíîãî àáî ñóêóïíîñòi
äåêiëüêîõ òàêèõ ïîëiâ), ïàðàìåòðè ÿêîãî (ñåðåäíÿ ãóñòèíà, òåìïåðàòóðà òîùî)
çìiíþþòüñÿ ïðè ðîçøèðåííi Âñåñâiòó. Ïðè òàêèõ çìiíàõ ñòðóêòóðà ìiíiìóìiâ
ïîòåíöiàëó ìîæå ìiíÿòèñÿ: ÿêiñü ìiíiìóìè çíèêàþòü, ÿêiñü ç'ÿâëÿþòüñÿ.
Ñêëàäíiñòü òàêèõ çìií çàëåæèòü âiä ÷èñëà êîìïîíåíò ïîëÿ ÷è êiëüêîñòi ïîëiâ,
ùî âõîäÿòü ó âèðàç äëÿ ëàãðàíæiàíó ïîëÿ.
6.1. Ìåõàíiçì Êiááëà
ßê çàçíà÷åíî âèùå, íà ìàñøòàái êîñìîëîãi÷íîãî ÷àñó ìåíøå 10 30 ñåêóíäè íà
åâîëþöiþ Âñåñâiòó ïîâèííi áóëè âïëèâàòè êîñìîëîãi÷íi ïîëÿ, ùî íå âõîäÿòü äî
ñòàíäàðòíî¨ ìîäåëi åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê. Îñêiëüêè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ
ùîäî öüîãî ïåðiîäó íåìà¹, ïðîñòið äëÿ òåîðåòè÷íèõ ñïåêóëÿöié ¹ äóæå øèðîêèì.
Àëå ïåâíi iäå¨ òà ðåçóëüòàòè ÿêiñíîãî õàðàêòåðó ìîæíà ïðîiëþñòðóâàòè íà
âiäíîñíî ïðîñòèõ ìîäåëÿõ ç ñêàëÿðíèì ïîëåì.
Ðîçãëÿíåìî ãóñòèíó ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà, ùî óçàãàëüíþ¹ ôîðìóëó (5.29) íà
âèïàäîê ïîòåíöiàëó U(')
L('; @') =
1
2
g';';   U(') (6.1)
Íåõàé ó òî÷öi ' = '0 ïîòåíöiàë ìà¹ ìiíiìóì. Óâåäåìî íîâå ïîëå  = '   '0. Â
îêîëi ìiíiìóìó ïîòåíöiàëó U  m2 2, äå m2 = 2U 00('0) i çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî
âèâ÷åííÿ çâè÷àéíîãî ìàñèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ç ëàãðàíæiàíîì (5.29). Àëå äëÿ
çíà÷íèõ âiäõèëåíü âiä òî÷êè  = 0 ìîæëèâi iíøi ìiíiìóìè, òîáòî iíøi ðiâíîâàæíi
1Äâi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íàçèâàþòü ãîìîòîïíèìè, ÿêùî îäíó ç íèõ ìîæíà äåôîðìóâàòè â
iíøó íåïåðåðâíèì ÷èíîì.
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ñòàíè ïîëÿ. Ðiâíîâàæíèé ñòàí ç íàéìåíøîþ åíåðãi¹þ íàçèâàþòü âàêóóìíèì.
Iñíóâàííÿ äåêiëüêîõ ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ ïîëÿ ç îäíàêîâèìè àáñîëþòíèìè
ìiíiìóìàìè ïîòåíöiàëó ¹ òèïîâîþ çà íàÿâíîñòi ïåâíèõ ñèìåòðié. Öi ìiíiìóìè
ðiâíîïðàâíi i ïîëå ç ðiâíîþ éìîâiðíiñòþ ìîæå îïèíèòèñÿ ó áóäü-ÿêîìó ìiíiìóìi.
Ó çàäà÷i áàãàòüîõ òië ðîçãëÿäàþòü ôîíîâå ïîëå, ùî îïèñó¹ óñåðåäíåíèé ñòàí
áàãàòî÷àñòèíêîâî¨ ñèñòåìè. Íà ôîíi öüîãî ïîëÿ ìîæíà ââîäèòè çáóðåííÿ, ùî
îïèñóþòü îêðåìi ÷àñòèíêè, ç ëàãðàíæiàíîì òèïó (6.1) ÷è áiëüø ñêëàäíèì, äëÿ
áiëüø ñêëàäíîãî íàáîðó ïîëiâ. Òàêèì ÷èíîì ïðèõîäèìî äî çàäà÷ ç ïîòåíöiàëîì
U('), ùî ìîæå çàëåæàòè âiä ðiçíèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi çìiíþþòüñÿ ç êîñìîëîãi÷íèì
÷àñîì. Ç öèì ïîâ'ÿçàíèé ìåõàíiçì Êiááëà óòâîðåííÿ òîïîëîãi÷íèõ äåôåêòiâ ÿê
íàñëiäîê ôàçîâîãî ïåðåõîäó â ñåðåäîâèùi, ùî îõîëîäæó¹òüñÿ [3, 4]. Ñóòò¹âèìè
äëÿ öüîãî ìåõàíiçìó ¹ äâi îáñòàâèíè: (i) ïðè çìiíàõ ôîíîâîãî ïîëÿ âiäáóâà¹òüñÿ
ïåðåáóäîâà åôåêòèâíîãî ïîòåíöiàëó, âíàñëiäîê ÷îãî ç'ÿâëÿþòüñÿ íîâi ðiâíîïðàâíi
ìiíiìóìè; (ii) ó Âñåñâiòi iñíóþòü ïðè÷èííî íåçâ'ÿçàíi îáëàñòi, â ÿêèõ ïîëå ¹
öiëêîì íåçàëåæíèì (íåçêîðåëüîâàíèì) i ïåðåõiä â ðiçíi ìiíiìóìè âiäáóâà¹òüñÿ
íåçàëåæíèì ÷èíîì. Ïåðøà óìîâà ¹ òèïîâîþ äëÿ âèíèêíåííÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ,
ùî ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ, íàïðèêëàä, ó ôiçèöi òâåðäîãî òiëà, i ¹ íàñëiäêîì
íàÿâíîñòi ñèìåòðié. Óìîâà (ii) âèêîíó¹òüñÿ â CDM -ìîäåëi äëÿ îáëàñòåé íà
âiäñòàíi áiëüøèõ çà  t, äå t  êîñìîëîãi÷íèé ÷àñ ç ïî÷àòêó ðîçøèðåííÿ âiä
êîñìîëîãi÷íî¨ ñèíãóëÿðíîñòi. Âèêîíàííÿ öèõ óìîâ çàáåçïå÷ó¹ ïîÿâó ñïåöèôi÷íèõ
êîíôiãóðàöié ïîëÿ  òîïîëîãi÷íèõ äåôåêòiâ.
Âiäðàçó çàçíà÷èìî, ùî ìiðêóâàííÿ, ÿêi ïîÿñíþþòü ìåõàíiçì Êiááëà, ¹ âåëüìè
çàãàëüíèìè, àëå â iíôëÿöiéíié êîñìîëîãi¨ ðîçøèðåííÿ Âñåñâiòó âiäáóâà¹òüñÿ
òàê øâèäêî, ùî ïðè÷èííî íåçâÿçàíi îáëàñòi îïèíÿþòüñÿ äóæå äàëåêî, "çà
ãîðèçîíòîì". Òîìó òîïîëîãi÷íi äåôåêòè, ÿêùî âîíè äiéñíî iñíóþòü i âèíèêëè
â äîiíôëÿöiéíó åðó, íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñïîñòåðåæóâàíèìè. Òèì íå ìåíø,
êîñìîëîãi÷íi ôàçîâi ïåðåõîäè ìîãëè âiäáóâàòèñÿ i ïiçíiøå, à íåçêîðåëüîâàíi
îáëàñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîëÿ ìîæëèâi i íà ìåíøèõ âiäñòàíÿõ. Òîìó ðîçãëÿä
êîñìîëîãi÷íèõ äåôåêòiâ (ñòðóí, òåêñòóð òîùî) ¹ âàæëèâîþ ÷àñòèíîþ ñó÷àñíî¨
êîñìîëîãi¨.
Ïîâåðíåìîñÿ çíîâ äî ëàãðàíæiàíó (6.1). Ïîëå ó ñòàíi ç âèùîþ ãóñòèíîþ
åíåðãi¨, ÿêié âiäïîâiäà¹ áiëüøîìó çíà÷åííþ åôåêòèâíîãî ïîòåíöiàëó, ìîæå
ïåðåéòè â îäèí ç áàãàòüîõ åêâiâàëåíòíèõ ñòàíiâ ç íàéíèæ÷îþ åíåðãi¹þ, ÿêi
ââàæàþòü âàêóóìíèìè2. Òàêèé ïåðåõiä ¹ òèïîâèì äëÿ ñïîíòàííîãî ïîðóøåííÿ
ñèìåòði¨. Ïðè öüîìó ëàãðàíæiàí ïîëÿ òà óñi ðiâíÿííÿ ðóõó, à òàêîæ i ïî÷àòêîâèé
ñòàí ñèñòåìè (ÿêèé, ÿê áóäåìî óìîâíî ââàæàòè, âiäïîâiäà¹ íóëüîâîìó çíà÷åííþ
ïîëÿ) ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ïåâíî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü; àëå çà ïåâíèõ çíà÷åíü
ïàðàìåòðiâ öåé ñòàí ñòà¹ íåñòiéêèì i ñèñòåìà îïèíÿ¹òüñÿ â ìiíiìóìi, äå öÿ
ñèìåòðiÿ ïîðóøåíà. Íà Ðèñ. 6.1 ïîêàçàíî ïîòåíöiàë V () = (2   2)2;  6= 0;
 âií îïèñó¹ ñèñòåìó, ÿêié ïðèòàìàííà ñèìåòðiÿ âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ  !
2Ñóêóïíiñòü çíà÷åíü ïîëÿ, çà ÿêèõ ïîòåíöiàë ïðèéìà¹ ìiíiìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ,
íàçèâàþòü âàêóóìíèì ìíîãîâèäîì.
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 . Ôóíêöiÿ V () ìà¹ äâà ñòiéêèõ ìiíiìóìè, ðîçòàøîâàíi ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî
ïî÷àòêó êîîðäèíàò; öèì ìiíiìóìàì âiäïîâiäàþòü ÷àñòèíêè ç ìàñîþ m = 2
p
2m.
ßêùî ñèñòåìà ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò áóëà ó ñòàíi  = 0, ùî âiäïîâiäà¹ óìîâi
ñèìåòði¨  !  , àëå ¹ íåñòiéêèì, ç ÷àñîì öÿ ñèñòåìà îïèíÿ¹òüñÿ â îäíîìó ç
ìiíiìóìiâ, äå ñèìåòðiÿ ïîðóøåíà. Ïîäiáíi ïðèêëàäè äîáðå âiäîìi ç òåîði¨ òâåðäîãî
òiëà, êîëè éäåòüñÿ ïðî åíåðãiþ âçà¹ìîäi¨ ìàãíiòíèõ ìîìåíòiâ ó ôåðîìàãíåòèêó.
Äëÿ íåâåëèêèõ ðîçìiðiâ, êîëè ìîæíà çíåõòóâàòè âíåñêîì äîìåííèõ ñòiíîê,
åíåðãåòè÷íî áiëüø âèãiäíèì ¹ ñòàí, êîëè óñi ìàãíiòíi ìîìåíòè äîìåíà ìàþòü
îäèí i òîé ñàìèé íàïðÿìîê (õî÷à âií i âèáèðà¹òüñÿ äîâiëüíèì ÷èíîì), ùî íà
Ðèñ. 6.1 âiäïîâiäà¹  = . Íàãðiâàííÿ ôåðîìàãíåòèêà âiäíîâëþ¹ ñèìåòðiþ, óñi
ìàãíiòíi ìîìåíòè îði¹íòîâàíi õàîòè÷íî. Ìîæíà ïðèäóìàòè ìîäåëü, äå ïîòåíöiàë
çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè (÷åðåç ôîíîâå ïîëå òîùî), ïðè÷îìó çà äóæå âèñîêèõ
òåìïåðàòóð ïîòåíöiàë ìà¹ îäèí ñòiéêèé ìiíiìóì  = 0 (âiäíîâëåííÿ ñèìåòði¨), à
ïðè çíèæåííi òåìïåðàòóðè íèæ÷å äåÿêîãî çíà÷åííÿ, õàðàêòåðíîãî äëÿ ôàçîâîãî
ïåðåõîäó, ç'ÿâëÿþòüñÿ ìiíiìóìè ïðè  6= 0. Òàêèé ïåðåõiä  öå áiôóðêàöiÿ ñiäëî-
âóçîë (äèâ. Ðiâíÿííÿ (3.54), ï. 3.6). Òàê âèíèêàþòü îáëàñòi ç ðiçíèìè çíà÷åííÿìè
ïîëÿ, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ìiíiìóìàì. Ó âèïàäêó, ïîêàçàíîìó íà Ðèñ. 6.1 ïîëå
â ðiçíèõ ïðîñòîðîâèõ îáëàñòÿõ ìîæå âèïàäêîâî ïîïàñòè àáî â ìiíiìóì  = , àáî
 =  , òîäi ìiæ öèìè îáëàñòÿìè âèíèêà¹ ïðîìiæíà îáëàñòü ïiäâèùåíî¨ åíåðãi¨ 
äîìåííà ñòiíêà. Iñíóâàííÿ òàêî¨ îáëàñòi ìà¹ òîïîëîãi÷íèé õàðàêòåð, îñêiëüêè öå
¹ íàñëiäêîì íåïåðåðâíîñòi  ÿê ôóíêöi¨ âiä êîîðäèíàò. Òîìó ïðîìiæíó îáëàñòü
íàçèâàþòü òîïîëîãi÷íèì äåôåêòîì.
Òîïîëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ âiäiãðàþòü îñíîâíó ðîëü i â iíøié ìîäåëi [2]
L(; @) =
1
2
g;

;   U('); (6.2)
äå V () = (jj2   2)2,  6= 0 ¹ äiéñíèì,  = jjei. Êîìïëåêñíå ñêàëÿðíå ïîëå
åêâiâàëåíòíå ïàði äiéñíèõ ïîëiâ 1 = Re, 2 = Im; ó ïðîñòîði äiéñíèõ çìiííèõ
f1; 2; V g ïîòåíöiàë ìà¹ ôîðìó "ìåêñèêàíñüêîãî ñîìáðåðî". ßêùî ïîëå  ìàëî
íóëüîâå ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ (íåñòiéêèé ñòàí), âîíî ç ðiâíîþ éìîâiðíiñòþ ìîæå
ïåðåéòè ó ñòiéêi ñòàíè ç îäíàêîâèìè jj = , àëå ç ðiçíèìè (íåçàëåæíèìè ó
âiääàëåíèõ ïðîñòîðîâèõ òî÷êàõ) . Çäàâàëîñÿ á, ùî , ùî ïîëå ïåðåéäå ó ñòàíè
jj =  â óñüîìó ðåàëüíîìó x-ïðîñòîði. Öå äiéñíî òàê äëÿ áiëüøîñòi òî÷îê x,
àëå òàêîæ iñíóâàòèìóòü òî÷êè x0, äå (x0) = 0, äå ïîòåíöiàë ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó V (0). Öå âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ (x) íà îñíîâi
òàêèõ ìiðêóâàíü.
Iñíó¹ íåíóëüîâà éìîâiðíiñòü, ùî ñòàíè jj =  ç ðiçíèìè  ðåàëiçóþòüñÿ äëÿ
ðiçíèõ ïîëîæåíü âçäîâæ çàìêíåíî¨ êðèâî¨  ,
  : [0; 1]! R3 : s! x(s); x(0) = x(1);
ïðè÷îìó öÿ êðèâà îõîïëþ¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Óçäîâæ çàìêíåíî¨ êðèâî¨   ìà¹ìî
(x(s)) =  exp(i(s)), (x(0)) = (x(1)). Ôóíêöiÿ  = Arg  ¹ ëîêàëüíî-
íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ  óñþäè, äå  6= 0. Òîìó (s) òàêîæ íåïåðåðâíà íà
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[0; 1], ïðè÷îìó (x(0)) = (x(0)) + 2n, äå n 6= 0  öiëå ÷èñëî îáåðòiâ îáðàçà
êðèâî¨  () : s ! (x(s)) íà ïëîùèíi f1; 2g íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.
Ïðè äåôîðìàöiÿõ êðèâî¨   ÷èñëî n íå çìiíèòüñÿ çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi, çà
âèíÿòêîì âèïàäêó, êîëè äåôîðìîâàíà êðèâà ïåðåòíå ïî÷àòîê êîîðäèíàò  = 0.
Àëå êðèâó ìîæíà äåôîðìóâàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá âîíà ñòÿãíóëàñÿ ó òî÷êó, òîäi
ñëiä ïîêëàñòè n = 0, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ n 6= 0. Çâiäñè, âiä ïðîòèâíîãî,
âèïëèâà¹, ùî ó äåÿêié òî÷öi x0 ìàòèìåìî (x0) = 0 ç ïîòåíöiàëîì V ((x0))).
Öi íàãëÿäíi ìiðêóâàííÿ iëþñòðó¹ Ðèñ. 6.1; ¨õ ìîæíà çðîáèòè öiëêîì ñòðîãèìè
çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ iíäåêñó îñîáëèâî¨ òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ [6]. Ðiâíiñòü
(x0) = 0 îçíà÷à¹ ðiâíiñòü óÿâíî¨ òà äiéñíî¨ ÷àñòèíè: 1(x0) = 0 òà 2(x0) = 0. Çà
äîñèòü çàãàëüíèõ óìîâ çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ó ðåàëüíîìó òðèâèìiðíîìó x-ïðîñòîði
iñíó¹ îäíîâèìiðíà êðèâà xs(p), ÿêà çàäàíà êîìïëåêñíèì ðiâíÿííÿì (x) = 0 i
ïðîõîäèòü ÷åðåç x0. Ó òèïîâèõ ìîäåëÿõ ïåðåðiç îêîëó öi¹¨ êðèâî¨, äå ïîòåíöiàë
V () ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âàêóóìíîãî çíà÷åííÿ V (), ¹ äóæå ìàëèì, òîìó
öþ îáëàñòü ÷àñòî ðîçãëÿäàþòü ÿê îäíîâèìiðíèé îá'¹êò  êîñìi÷íó ñòðóíó.
Êîñìi÷íi ñòðóíè ïðèâåðòàþòü çíà÷íó óâàãó â êîñìîëîãi¨ [5]. Âîíè ìîæóòü áóòè
íàäïðîâiäíèìè i ìiñòèòè ñèëüíèé åëåêòðè÷íèé ñòðóì. Ïðè ïåðåçàìèêàííi äâîõ
ñòðóí óòâîðþ¹òüñÿ êàñï, åëåêòðè÷íå ïîëå ÿêîãî ìîæå ïðèñêîðþâàòè çàðÿäæåíi
÷àñòèíêè äî åíåðãié 10211022 åÂ; òîìó êîñìi÷íi ñòðóíè ðîçãëÿäàþòü ÿê éìîâiðíå
äæåðåëî êîñìi÷íèõ ïðîìåíiâ íàéâèùèõ åíåðãié.
Çàçíà÷èìî, ùî ñòðóíè i äîìåííi ñòiíêè ìîæíà ìîäåëþâàòè â ëàáîðàòîðíèõ
óìîâàõ çà äîïîìîãîþ åôåêòiâ, ùî âèíèêàþòü ó òâåðäèõ òiëàõ, êîëè
åíåðãåòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà (íàïðèêëàä ôåðîìàãíåòèêà)
âiäïîâiäàþòü ìåõàíiçìó Êiááëà. Ó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó òîïîëîãi÷íi
äåôåêòè ìîæóòü ìàòè õàðàêòåðèñòèêè ðàííüî¨ (ãàðÿ÷î¨) ôàçè òà ðiçíó
ðîçìiðíiñòü. Íàïðèêëàä, îêðiì ñòðóí òà äîìåííèõ ñòiíîê, ìîæëèâi "íóëü-âèìiðíi"
òî÷êîâi äåôåêòè, ÿêi ìîæóòü ìàòè ìàãíiòíèé çàðÿä  ìàãíiòíi ìîíîïîëi. Ó
êîñìîëîãi¨ ðàííüîãî Âñåñâiòó òîïîëîãi÷íi äåôåêòè ðîçãëÿäàþòü ÿê ìîæëèâó
ñêëàäîâó íåáàðiîííî¨ òåìíî¨ ìàòåði¨. Àëå ñïîñòåðåæåííÿ àíiçîòðîïi¨ ðåëiêòîâîãî
âèïðîìiíþâàííÿ [9] äàþòü ñóòò¹âå îáìåæåííÿ íà ãóñòèíó êîñìi÷íèõ ñòðóí, îòæå
¨õ âïëèâ íà ôîðìóâàííÿ ñòðóêòóðè Âñåñâiòó, ÿêùî âií âçàãàëi ¹, íåçíà÷íèé.
6.2. Òåêñòóðè òà ¨õ êîñìîëîãi÷íà åâîëþöiÿ
Óçàãàëüíþþ÷è ïîïåðåäíié ðîçãëÿä ìîæíà çðîáèòè òàêi âèñíîâêè.
 ßêùî âàêóóìíà ìíîæèíà Ì ¹ íåçâ'ÿçíîþ, óòâîðþþòüñÿ äîìåííi ñòiíêè. Öå
âiäáóâà¹òüñÿ ïðè ïîðóøåííi äèñêðåòíèõ ñèìåòðié (ïðèêëàä ðîçãëÿíóòî âèùå äëÿ
äiéñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ).
 ßêùî Ì ìiñòèòü êîíòóðè, íå ãîìîòîïíi íóëþ3, óòâîðþþòüñÿ ñòðóíè
(ïðèêëàä ðîçãëÿíóòî âèùå äëÿ êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.).
 ßêùî âàêóóìíà ìíîæèíà Ì ìiñòèòü çâè÷àéíi 2-âèìiðíi ñôåðè, ùî
3Òîáòî íå ñòÿãóþòüñÿ â òî÷êó áåç âèõîäó ç Ì
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Ðèñ. 6.1: Äîìåííi ñòiíêè ìîæóòü âèíèêàòè ÿêùî ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ
ïîëÿ ìà¹ äâà àáî áiëüøå âiäîêðåìëåíèõ ìiíiìóìè. Ñòiíêà ðîçäiëÿ¹
îáëàñòi ïðîñòîðó ç ðiçíèìè âàêóóìíèìè çíà÷åííÿìè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.
Íà ñàìié ñòiíöi ïîëå ïðèéìà¹ ïðîìiæíi çíà÷åííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü
áiëüøié åíåðãi¨ (áiëüøîìó çíà÷åííþ ïîòåíöiàëó). Ðèñ. 6.1, 6.2 i 6.3 âçÿòi
ç ìîíîãðàôi¨ [10]; Ôiã. 3.1, 3.2 i 3.5 âiäïîâiäíî.
Ðèñ. 6.2: Ìåõàíiçì óòâîðåííÿ êîñìi÷íî¨ ñòðóíè ìîæå áóòè
ïðîiëþñòðîâàíèé íà ïðèêëàäi äâîêîìïîíåíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.
Ó äàíîìó ïðèêëàäi ïîëå ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî âàêóóìíèõ ñòàíiâ, ÿêi
ðåàëiçóþòüñÿ ó ðåàëüíîìó ïðîñòîði âçäîâæ çàìêíåíîãî êîíòóðó (êîëà).
Òîäi âñåðåäèíi êîíòóðó ìà¹ iñíóâàòè òî÷êà, â ÿêié ãóñòèíà åíåðãi¨ ïîëÿ
ìà¹ ìàêñèìóì. Ïåðåíîñ öi¹¨ òî÷êè âçäîâæ òðåòüî¨ êîîðäèíàòíî¨ îñi
ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò ïðèâîäèòü äî êîñìi÷íî¨ ñòðóíè.
íå ñòÿãóþòüñÿ â òî÷êó, âèíèêàþòü òî÷êîâi ìîíîïîëi. Öå ìîæëèâî äëÿ 3-
êîìïîíåíòíîãî ïîëÿ.
 ßêùî Ì ìiñòèòü 3-âèìiðíi ñôåðè, ùî íå ñòÿãóþòüñÿ ó òî÷êó â ïðîñòîði
÷îòèðüîõ êîìïîíåíò ïîëÿ, âèíèêà¹ ùå îäèí òèï äåôåêòiâ  òåêñòóðè. Ìîæíà
òàêîæ íàâåñòè ïðèêëàäè òåêñòóð ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi.
Ñïåöèôiêà òåêñòóð ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òóò ìiíiìóì ïîòåíöiàëó ìîæå
äîñÿãàòèñÿ â óñiõ òî÷êàõ ïðîñòîðó (íåìà¹ òî÷îê, äå ïîòåíöiàë äîñÿãà¹
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ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó); òèì íå ìåíø ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü ïîëÿ íå ¹ ãîìîòîïíèì
òðèâiàëüíîìó ðîçâ'ÿçêó, ùî ïîâ'ÿçàíî ç ïåâíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. Åíåðãiÿ
òåêñòóðè çàëåæèòü âiä ãðàäi¹íòó åíåðãi¨ ïîëÿ, ÿêå íå ¹ êîíñòàíòîþ.
Íàâåäåìî ïðèêëàä äâîõêîìïîíåíòíîãî ïîëÿ  = (1;2), çàäàíîãî íà ïðÿìié
x 2 ( 1;1), ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ ( 1) = (1) òà ïîòåíöiàëîì
V () =
1
4
(21 +
2
2   2)2: (6.3)
Âàêóóìíîþ ìíîæèíîþ ¹ ïîëÿ, äëÿ ÿêèõ j(x)j = , òîáòî (x) = ei(x). ßêùî
âèáðàòè (x) òàêèì ÷èíîì, ùîá âåêòîð (x) ðîáèâ îäèí ÷è äåêiëüêà îáåðòiâ íà
ïëîùèíi 1;2 ïðè çìiíi x (Ðèñ. 6.2, âåðõíié), öå ïîëå íå áóäå ãîìîòîïíèì äî
ïîëÿ j(x)j =const.
Àíàëîãi÷íèé ïðèêëàä òåêñòóðè äëÿ òðèêîìïîíåíòíîãî ïîëÿ, çàäàíîãî íà
ïëîùèíi, ïîêàçàíî íà íèæíüîìó Ðèñ. 6.2.
Òåêñòóðà ÿâëÿ¹ ñîáîþ íåñòiéêèé ðîçïîäië çáóðåíîãî ïîëÿ, ùî ñõèëüíèé äî
êîëàïñó [8]. Â ðåçóëüòàòi êîëàïñó ìîæå óòâîðèòèñÿ ìàãíiòíèé ìîíîïîëü. Õî÷à
òåêñòóðè íå ìîæóòü iñíóâàòè ó ñó÷àñíîìó Âñåñâiòi, ó äàëåêîìó ìèíóëîìó ¨õ
êîëàïñ ìiã âïëèíóòè íà ôîðìóâàííÿ ñòðóêòóð áàðiîííî¨ ðå÷îâèíè i íà ôëóêòóàöi¨
ðåëiêòîâîãî âèïðîìiíþâàííÿ [7].
Ðèñ. 6.3: Ïðèêëàäè íåëîêàëiçîâàíèõ êîíôiãóðàöié òåêñòóð â îäíîìó i
äâîõ âèìiðàõ.
Ïðè ðîçãëÿäi òåêñòóð ÷àñòî íàâîäÿòü ïðèêëàä ÷îòèðèêîìïîíåíòíîãî ïîëÿ Ô
ç ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ
V () =
1
4
(ii   2)2; (6.4)
äå ïî iíäåêñàõ i = 1; 2; 3; 4, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, áåðåòüñÿ ñóìà. Â öié ìîäåëi
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ñèìåòðiÿ SO(4) çàçíà¹ ñïîíòàííîãî ïîðóøåííÿ äî SO(3). Âàêóóìíèé ìíîãîâèä
ii = 
2 6= 0 ¹ 3-ñôåðîþ i ìîæå áóòè ïàðàìåòðèçîâàíèé òðüîìà êóòàìè:
i = (sin sin ~ cos ~'; sin sin ~ sin ~'; sin cos ~; cos) (6.5)
Çâóæåííÿ äi¨ ïîëÿ íà âàêóóìíèé ìíîãîâèä (3-ñôåðó) ïðèâîäèòü äî òàê çâàíî¨
ñèãìà-ìîäåëi
S =
1
2
w
d4x
p g GAB()@A@B (6.6)
äå
GAB() =
@i
@A
@i
@B
 ìåòðèêà âàêóóìíîãî ìíîãîâèäó Ì i g  âèçíà÷íèê ìåòðèêè ïðîñòîðó-÷àñó [10].
Ïî÷àòêîâà êîíôiãóðàöiÿ òåêñòóð âñòàíîâëþ¹òüñÿ ïðè ôàçîâîìó ïåðåõîäi êîëè
ñêàëÿðíå ïîëå Ô äîñÿãà¹ âàêóóìíîãî çíà÷åííÿ. Ô ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ç âàêóóìíîãî
ìíîãîâèäó Ì i îáõîäèòü Ì íåòðèâiàëüíèì øëÿõîì íà ìàñøòàáàõ áiëüøå
êîðåëÿöiéíî¨ äîâæèíè. Ïîäàëüøà åâîëþöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ íåëiíiéíîþ äèíàìiêîþ
ïîëÿ Ô. Ó Âñåñâiòi, ùî ðîçøòðþ¹òüñÿ, òîïîëîãi÷íi ¾âóçëè¿ òåêñòóð êîëàïñóþòü
ç ðåëÿòèâiñòñüêèìè øâèäêîñòÿìè . Êîëè ãðàäi¹íò åíåðãi¨ ñòà¹ äîñòàòíiì äëÿ
òîãî, ùîá ïîëå Ô ïîäîëàëî ïîòåíöiàëüíèé áàð'¹ð, âñÿ åíåðãiÿ òåêñòóðè iäå íà
íàðîäæåííÿ ç âàêóóìó ÷àñòèíîê  òàê çâàíèõ ãîëäñòîóíiâñüêèõ áîçîíiâ. Â
ðåçóëüòàòi êîðåëÿöiéíà äîâæèíà Ô øâèäêî çðîñòà¹ ìàéæå äî ìàñøòàáó ãîðèçîíòó
i äàëi ïðîäîâæó¹ çðîñòàòè ç íèì. Â òàêîìó ðåæèìi òåêñòóðíi âóçëè êîëàïñóþòü
i ðîçñèïàþòüñÿ ç ôiêñîâàíîþ øâèäêiñòþ â ìåæàõ ãîðèçîíòó çà õàáëiâñüêèé ÷àñ
dn
dt
 kd 4H (6.7)
äå ê=0.04  êîíñòàíòà, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ ôàçîâîãî ïðîñòîðó Ô.
Â åðó âèïðîìiíþâàííÿ ïîëå òåêñòóð ç êîðåëÿöiéíîþ äîâæèíîþ dH = 2t ìà¹
ãóñòèíó åíåðãi¨ T = 2=d2H , ÿêà çàëèøà¹òüñÿ ôiêñîâàíîþ ÷àñòêîþ ïîâíî¨ ãóñòèíè
T

 8G2 (6.8)
Áiëüøiñòü öi¹¨ åíåðãi¨ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó áåçìàñîâi ãîëäñòîóíiâñüêi áîçîíè çà
õàáëiâñüêèé ÷àñ. Ãîëäñòîóíiâñüêi áîçîíè çàçíàþòü ÷åðâîíîãî çìiùåííÿ, ÿê i
åëåêòðîìàãíiòíå âèïðîìiíþâàííÿ.
Â åðó äîìiíóâàííÿ ðå÷îâèíè ãóñòèíà ãîëäñòîóíiâñüêèõ áîçîíiâ ñïàäà¹ øâèäøå
ôîíîâî¨ ãóñòèíè. Ñèëà âçà¹ìîäi¨ ãîëäñòîóíiâñüêèõ áîçîíiâ îáåðíåíî ïðîïîðöiéíà
ìàñøòàáó ïîðóøåííÿ ñèìåòði¨ i äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü ôîí ãîëäñòîóíiâñüêèõ
áîçîíiâ ïðàêòè÷íî íåìîæëèâî ñïîñòåðiãàòè.
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6.3. Âïëèâ òåêñòóð íà ðåëiêòîâå âèïðîìiíþâàííÿ.
Ãðàâiòàöiéíi ïîëÿ òåêñòóð ìîæóòü ñóòò¹âî ïîðóøèòè içîòðîïiþ ðåëiêòîâîãî
âèïðîìiíþâàííÿ. Äîâæèíà êîãåðåíòíîñòi ïîëÿ òåêñòóð äîðiâíþ¹ õàáëiâñüêié
äîâæèíi dÍ i ôëóêòóàöiÿ ãóñòèíè, ùî âèêëèêà¹òüñÿ òåêñòóðàìè íà áóäü-ÿêîìó
ìàñøòàái ïðè ïåðåòèíi ãîðèçîíòó, ìîæå áóòè áåçïîñåðåäíüî îöiíåíà ç (6.8),
(=)H  8G2 (6.9)
Ñëiä î÷iêóâàòè, ùî ôëóêòóàöi¨ òåìïåðàòóðè ðåëiêòîâîãî âèïðîìiíþâàííÿ áóäóòü
òàêî¨ æ âåëè÷èíè.
T=T  (=)H  8G2 (6.10)
Îêðiì ãàóñiâñüêèõ ôëóêòóàöié, îáóìîâëåíèõ âèïàäêîâèìè âiäìiííîñòÿìè Ô
íà ìàñøòàáàõ ãîðèçîíòó, ðîçïîäië òåìïåðàòóðè áóäå ìàòè õàðàêòåðíi ðèñè,
ùî ñòâîðþþòüñÿ êîëàïñóþ÷èìè âóçëàìè òåêñòóð. Ïðè ðîçñiÿííi ôîòîíà â
ãðàâiòàöiéíîìó ïîëi ñôåðè÷íî¨ òåêñòóðè, ùî êîëàïñó¹, éîãî çñóâ ÷àñòîòè
âiäïîâiäà¹ ôëóêòóàöi¨ òåìïåðàòóðè
T
T
=
t0
(t20 + 2r
2
0)
1=2
(6.11)
Äå t0 i r0  ÷àñ i âiäñòàíü íàéáiëüøîãî íàáëèæåííÿ ôîòîíà äî öåíòðó êîëàïñó, äëÿ
ÿêîãî ïîêëàäà¹òüñÿ t = r = 0. Ôîòîíè, ùî äîñÿãàþòü íàéáiëüøîãî çáëèæåííÿ äî
êîëàïñó ìàþòü ÷åðâîíå çìiùåííÿ, à òi, ùî äîñÿãàþòü éîãî ïiñëÿ êîëàïñó ìàþòü
áëàêèòíå çìiùåííÿ. Ïåðøié ãðóïi ôîòîíiâ äîâîäèòüñÿ âèõîäèòè ç ïîòåíöiéíî¨
ÿìè òåêñòóðè, ùî êîëàïñó¹, òîäi ÿê äðóãà ãðóïà ôîòîíiâ ïîòðàïëÿ¹ äî îáîëîíêè
âèïðîìiíþâàííÿ ãîëäñòîóíiâñüêèõ áîçîíiâ, ùî ðîçøèðþ¹òüñÿ.
Îòæå, òåêñòóðè, ùî êîëàïñóþòü, ìàþòü áóòè âèäèìi ÿê õîëîäíi àáî ãàðÿ÷i
ïëÿìè íà êàðòi ðåëiêòîâîãî âèïðîìiíþâàííÿ. Ùîá îöiíèòè êiëüêiñòü òàêèõ ïëÿì
äîöiëüíî âèêîðèñòàòè ñóïóòíi êîîðäèíàòè i êîíôîðìíèé ÷àñ. Âèêîðèñòîâóþ÷è
ñïiââiäíîøåííÿ dH = a(t)t, ìè ìîæåìî ïåðåïèñàòè øâèäêiñòü êîëàïñó òåêñòóðè
(6.7) ÿê
dnc
d
  4 (6.12)
Äå nc  êîíöåíòðàöiÿ âóçëiâ òåêñòóð ó ñóïóòíüîìó îá'¹ìi. Êiëüêiñòü ïëÿì
çíàõîäèòüñÿ øëÿõîì iíòåãðóâàííÿ (6.12) âçäîâæ õâèëüîâîãî ôðîíòó ôîòîíà
íàçàä äî äåÿêîãî ÷åðâîíîãî çìiùåííÿ. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî ÷àñòêà òåêñòóð, ùî
êîëàïñóþòü íà ãîðèçîíòi, äîðiâíþ¹  , îòðèìó¹ìî
N(z) =
w 0
z
d4(0   )2

dnc
d

 2

0
z
2
 0:2z (6.13)
Òóò 0  òåïåðiøíié êîíôîðìíèé ÷àñ i ðîáèòüñÿ ïðèïóùåííÿ, ùî z>>1. Ïàðàìåòð
 <1 âðàõîâó¹ òîé ôàêò, ùî ìîäåëü ñôåðè÷íîãî êîëàïñó i âèðàç (6.11) äëÿ
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ôëóêòóàöié òåìïåðàòóðè çàñòîñîâóþòüñÿ ëèøå äëÿ êiíöÿ êîëàïñó. Òèïîâèé
êóòîâèé ðîçìið õîëîäíèõ i ãàðÿ÷èõ ïëÿì, ùî âèêëèêàþòüñÿ êîëàïñîì òåêñòóð
íà ÷åðâîíîìó çìiùåííi, ¹ z 1=2 ðàäiàí. Ìàêñèìàëüíà ôëóêòóàöiÿ òåìïåðàòóðè
â öåíòði ïëÿìè ¹ T=T = . Ïëÿìè ç ðîçïîäiëîì (6.13) ìàþòü âèíèêàòè íà âñiõ
÷åðâîíèõ çìiùåííÿõ, àæ äî ïîâåðõíi îñòàííüîãî ðîçñiÿííÿ. Íàïðèêëàä, ïðè z=40,
(6.13) ïåðåäáà÷à¹ iñíóâàííÿ 10 ãàðÿ÷èõ (i õîëîäíèõ) ïëÿì ç êóòîâèìè ðîçìiðàìè
10 ãðàäóñiâ.
×èñåëüíà ìîäåëü ðîçïîäiëó ðåëiêòîâîãî âèïðîìiíþâàííÿ íà îñíîâi ñèãìà-
ìîäåëi åâîëþöi¨ òåêñòóð áóëà âïåðøå ïîáóäîâàíà Áåííåòîì i Ði â 1993 ðîöi.
Çãëàäæåííÿ öi¹¨ ìîäåëi íà ìàñøòàái 10 ãðàäóñiâ i âèùå äà¹ ãàóñiâñüêèé ðîçïîäië
ôëóêòóàöié òåìïåðàòóðè. Ïðè êðàùîìó ðîçäiëåííi ìîæëèâî âèÿâèòè ïëÿìè âiä
êîëàïñó âóçëiâ òåêñòóð. Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ôëóêòóàöiÿ òåìïåðàòóðè
(T=T )rms = (10 1)G2 (6.14)
i ñïåêòð ïîòóæíîñòi iäåíòè÷íèé ñïåêòðó ïåðâèííèõ ôëóêòóàöié ãóñòèíè
Ãàððiñîíà-Çåëüäîâè÷à (ïëîñêèé ñïåêòð áåç âèäiëåíîãî ìàñøòàáó). ßêùî
ñïîñòåðåæóâàíi ôëóêòóàöi¨ ðåëiêòîâîãî âèïðîìiíþâàííÿ âèêëèêàþòüñÿ
òåêñòóðàìè, ìà¹ áóòè
" = (2:5 0:5)  10 5 (6.15)
6.4. Òåêñòóðè i âåëèêîìàñøòàáíà ñòðóêòóðà.
Íåîäíîðiäíå ïîëå òåêñòóð ç äîâæèíîþ êîãåðåíòíîñòi ïîðÿäêó õàáëiâñüêîãî
ðàäióñó dH ñòâîðþ¹ ôëóêòóàöi¨ ãóñòèíè ìàòåði¨ íà ìàñøòàái ãîðèçîíòó. ×àñòèíà
àìïëiòóäè ôëóêòóàöié ïðè ïåðåòèíi ãîðèçîíòó ¹ ìàñøòàáíî iíâàðiàíòíîþ
i çàäà¹òüñÿ âèðàçîì (6.9). Íà ìàñøòàáàõ áiëüøå ãîðèçîíòó ôëóêòóàöi¨
ãóñòèíè òåêñòóð âðiâíîâàæóþòüñÿ ôëóêòóàöiÿìè ãóñòèíè ìàòåði¨. Öå íàñëiäîê
çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ ïðè óòâîðåííi òåêñòóð  òåêñòóðè ¹ ôëóêòóàöiÿìè ïîñòiéíî¨
êðèâèíè. Íà ìàñøòàái ãîðèçîíòó, îñêiëüêè ìîäè òåêñòóð ç äîâæèíîþ õâèëi
ïîðÿäêó dH ïî÷èíàþòü åâîëþöiîíóâàòè ç ðåëÿòèâiñòñüêèìè øâèäêîñòÿìè,
åíåðãåòè÷íèé áàëàíñ ïîðóøó¹òüñÿ i ôëóêòóàöi¨ ãóñòèíè ìàòåði¨ çàëèøàþòüñÿ
íåçìiííèìè. Â ðåçóëüòàòi ãëîáàëüíîãî ïîðóøåííÿ ñèìåòði¨ óòâîðþ¹òüñÿ ñïåêòð
ó ôîðìi (6.9). Òàêèì ÷èíîì, ôëóêòóàöi¨ ãóñòèíè, ñòâîðåíi òåêñòóðàìè, ìîãëè á
âiäïîâiäàòè çà óòâîðåííÿ ñòðóêòóðè Âñåñâiòó.
Êîëàïñ âóçëiâ òåêñòóð ïðèçâîäèòü äî çðîñòàííÿ içîëüîâàíèõ ïiêiâ ó ïîëi
ãóñòèíè. Çíàéäåìî ïðîôiëü ãóñòèíè ìàòåði¨ â òàêèõ ïiêàõ, ïðèïóñêàþ÷è, ùî ó
Âñåñâiòi ïåðåâàæà¹ õîëîäíà òåìíà ìàòåðiÿ. Ó âèïàäêó ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íîãî
êîëàïñó òåêñòóðè ïðîáíi ÷àñòèíêè äîñÿãàþòü äîöåíòðîâî¨ øâèäêîñòi v = ",
äå "=8G2. ßêùî 0  ïî÷àòêîâà ãóñòèíà ÷àñòèíîê, ìàñà ðå÷îâèíè âñåðåäèíi
ñóïóòíüîãî ðàäióñà r ¹ M=40r3/3. Ôiçè÷íèé ðàäióñ ñôåðè ¹ R = r   "t, äå t -
÷àñ ïiñëÿ êîëàïñó âóçëà. Ïðîôiëü ãóñòèíè ìîæå áóòè çíàéäåíèé òàêèì ÷èíîì
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(R) =
1
4R2
dM
dR
= 0

1 +
t
R
2
(6.16)
Îòæå áåçðîçìiðíà ôëóêòóàöiÿ ãóñòèíè äîðiâíþ¹

0
=
2t
R
(6.17)
Ðîçïîäië ìàñè îáìåæåíèõ îá'¹êòiâ, ùî óòâîðþþòüñÿ ïðè êîëàïñi âóçëiâ,
áóâ îá÷èñëåíèé â 1991 ç âèêîðèñòàííÿì øâèäêîñòåé êîëàïñó òåêñòóðè (6.12) i
(6.17). Â íàø ÷àñ îñíîâíèì øëÿõîì âèâ÷åííÿ óòâîðåííÿ ñòðóêòóðè ïiä âïëèâîì
òåêñòóð ¹ ÷èñåëüíi ìîäåëþâàííÿ. Ó 1990-õ ðîêàõ áóëè ïðîâåäåíi ìîäåëþâàííÿ,
â ÿêèõ êîìáiíóâàëèñÿ ìîäåëi åâîëþöi¨ òåêñòóð i ñêóï÷óâàííÿ N òië ó Âñåñâiòi
ç äîìiíóâàííÿì õîëîäíî¨ òåìíî¨ ìàòåði¨, à òàêîæ âêëþ÷åíi ãiäðîäèíàìi÷íi i
äèñèïàòèâíi åôåêòè.
Ëiíiéíà åâîëþöiÿ ôëóêòóàöié ãóñòèíè, ùî âèêëèêàþòüñÿ òåêñòóðàìè ó ñèãìà-
ìîäåëi, äà¹ òàêi æ ðåçóëüòàòè, ÿê i êîñìîëîãi÷íà ìîäåëü ðîçïîäiëó ìîíîïîëiâ.
Äëÿ (6.9) ôëóêòóàöi¨ ãóñòèíè íà ìàñøòàái 8 Ìïê â ñó÷àñíó åïîõó ëåæàòü â
ìåæàõ âiä 0.25 äî 0.4, çàëåæíî âiä ïàðàìåòðà Õàááëà. Öÿ âåëè÷èíà ìîæå áóëè
óçãîäæåíà ç çíà÷åííÿì =  1, ùî îòðèìó¹òüñÿ çà ïiäðàõóíêàìè ãàëàêòèê,
ÿêùî ãàëàêòèêè çàçíàþòü íàáàãàòî ñèëüíiøîãî ñêóï÷óâàííÿ íiæ ðîçïîäië ìàñè.
Ïàðàìåòð çñóâó (âiäíîøåííÿ ôëóêòóàöié âñi¹¨ ìàòåði¨ äî âèäèìî¨) íåîáõiäíèé äëÿ
âðàõóâàííÿ öi¹¨ ðiçíèöi äîðiâíþ¹ 2.5 äëÿ h=1 i 4 äëÿ h=0.5. Òàêå âåëèêå çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðà çñóâó â ñöåíàði¨ òåêñòóð îòðèìó¹òüñÿ ó ðiçíèõ íàáëèæåííÿõ i âêàçó¹ íà
òå, ùî ñïîñòåðåæåííÿ ðåëiêòîâîãî âèïðîìiíþâàííÿ íå ìîæóòü ïîêè äàòè ÷iòêèõ
îáìåæåíü íà ïàðàìåòðè ðåàëüíèõ êîñìi÷íèõ òåêñòóð.
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7Êðèòè÷íi ïàðàìåòðè õîëîäíèõ çið
7.1. Êiíöåâi ñòàäi¨ åâîëþöi¨ çið
Â ðiâíîâàæíîìó ñòàíi çîði òèñê óñåðåäèíi ¨¨ ïðîòèäi¹ ñèëàì ãðàâiòàöiéíîãî
ñòèñíåííÿ. Â çâè÷àéíèõ, ãàðÿ÷èõ, çîðÿõ íåîáõiäíèé òèñê ïîâ'ÿçàíèé ç
âèñîêîþ òåìïåðàòóðîþ, ÿêó çàáåçïå÷óþòü ÿäåðíi ðåàêöi¨. Êîëè ÿäåðíå
ïàëüíå âèêîðèñòàíå, òèñê âèçíà÷à¹òüñÿ iíøèìè ôàêòîðàìè, íå ïîâ'ÿçàíèìè
ç òåìïåðàòóðîþ. Òàêi çîði óìîâíî ââàæàþòü õîëîäíèìè (õî÷à íàñïðàâäi
òåìïåðàòóðà â íèõ ìîæå ñÿãàòè äåñÿòêiâ òèñÿ÷ ãðàäóñiâ). Ìîæíà âèäiëèòè òðè
òèïè õîëîäíèõ çið: áiëi êàðëèêè, íåéòðîííi çîði òà ÷îðíi äiðè1. Îñòàííi, ñòðîãî
êàæó÷è, íå ¹ çîðÿìè ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi; öå íåñòàöiîíàðíi îá'¹êòè, õî÷à ó
áàãàòüîõ âèïàäêàõ äëÿ ¨õ îïèñó âèêîðèñòîâóþòü ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü
Åéíøòåéíà.
Áàçîâèì ïàðàìåòðîì çîði ¹ ¨¨ ìàñà, ÿêó çðó÷íî ïîäàâàòè ó ìàñàõ ÑîíöÿM 
2 1033ã. Öiêàâî, ùî çà ïîðÿäêîì âåëè÷èíè öþ ìàñó ìîæíà çàïèñàòè ÷åðåç ïðîñòó
êîìáiíàöiþ ôóíäàìåíòàëüíèõ êîíñòàíò  ìàñè ïðîòîíà mp i ïëàíêiâñüêî¨ ìàñè
(c~=G)1=2:
M0 =
1
m2p

c~
G
3=2
 1:9M: (7.1)
Ãðàíè÷íîþ ìàñîþ áiëèõ êàðëèêiâ, ùî íå îáåðòàþòüñÿ, ¹ 1:44M (ãðàíèöÿ
×àíäðàñåêàðà, äèâ. äàëi). Ìàñà íåéòðîííî¨ çîði ìà¹ áóòè íå áiëüøå 3  5M;
áiëüøó ìàñó ìîæå ìàòè òiëüêè ÷îðíà äiðà.
Íà âiäìiíó âiä áiëèõ êàðëèêiâ, ÿêi ìîæíà ñïîñòåðiãàòè â îïòè÷íîìó äiàïàçîíi,
òà íåéòðîííèõ çiðîê, ÿêi, ÿê ïðàâèëî, øâèäêî îáåðòàþòüñÿ i ¹ ïóëüñàðàìè2, ÷îðíi
1Äî öi¹¨ êëàñèôiêàöi¨ ìîæíà äîäàòè òàê çâàíi "êîðè÷íüîâi êàðëèêè", àáî "ñóáçîði", ùî
çàéìàþòü ïðîìiæíå ïîëîæåííÿ ìiæ çâè÷àéíèìè çîðÿìè òà âåëèêèìè ïëàíåòàìè òèïó Þïiòåðà.
Âîíè ìàþòü ìàñó âiä ñîòèõ äî äåñÿòèõ ÷àñòîê âiä M. Õî÷à ó öèõ îá'¹êòàõ éäóòü ÿäåðíi
ðåàêöi¨ ñiíòåçó, àëå âíåñîê öèõ ðåàêöié ó òåïëîâi åôåêòè ìàëèé  ó ïîðiâíÿííi çi çâè÷àéíèìè
çîðÿìè, ïðè÷îìó êîðè÷íüîâi êàðëèêè øâèäêî îñòèãàþòü i ïåðåòâîðþþòüñÿ íà ïëàíåòîïîäiáíi
òiëà. Ïîïóëÿöiÿ êîðè÷íüîâèõ êàðëèêiâ äóæå ÷èñëåííà, àëå âíåñîê ¨¨ ó ñåðåäíþ ãóñòèíó ìàñè
çiðîê íåçíà÷íèé.
2òîáòî ¹ äæåðåëàìè ïåðiîäè÷íèõ iìïóëüñiâ åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ
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äiðè ïîáà÷èòè äóæå âàæêî. Ñïîñòåðåæíi äàíi ïðî ÷îðíi äiðè ìîæíà îòðèìàòè
ëèøå çà íàÿâíîñòi iíøèõ çið ÷è ðå÷îâèíè ïîáëèçó íèõ. Â ïîäâiéíèõ ñèñòåìàõ
iíäèêàòîðîì êîìïàêòíî¨ ìàñè ìîæå áóòè ðåíòãåíiâñüêå âèïðîìiíþâàííÿ, ùî
âèíèêà¹ çà ðàõóíîê ïåðåòiêàííÿ ãàçó âiä çiðêè êîìïàíüéîíà. Ïðè àêðåöi¨
ðå÷îâèíè, ùî ïåðåòiêà¹, ãàç ðîçiãðiâà¹òüñÿ äî òåìïåðàòóð3, çà ÿêèõ âií ïî÷èíà¹
âèïðîìiíþâàòè â ðåíòãåíiâñüêîìó äiàïàçîíi. Àëå ðåíòãåíiâñüêå âèïðîìiíþâàííÿ
ìîæå âèíèêàòè òàêîæ i ïðè àêðåöi¨ íà iíøi âèäè õîëîäíèõ çiðîê. Òîìó, ùîá
âèçíà÷èòè òèï êîìïàêòíîãî îá'¹êòà, òðåáà îöiíèòè éîãî ìàñó òà äîñëiäèòè
õàðàêòåðèñòèêè âèïðîìiíþâàííÿ.
Ïåðåëi÷èìî îñíîâíi îçíàêè, çà ÿêèìè ðåíòãåíiâñüêå äæåðåëî ó ïîäâiéíié
ñèñòåìi ìîæíà ââàæàòè ÷îðíîþ äiðîþ.
Ó âèïàäêó ïîäâiéíî¨ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ çið ñïåêòðàëüíi ëiíi¨ ðîçäiëÿþòüñÿ;
âiäñóòíiñòü ðîçäiëåííÿ ëiíié ó ñïåêòðàëüíîïîäâiéíié ñèñòåìi ¹ îçíàêîþ
íåâèäèìîãî êîìïàíüéîíà.
Äàíi ïðî ðóõ êîìïàíüéîíà ó ïîäâiéíié ñèñòåìi äàþòü îöiíêó ìàñè íåâèäèìîãî
îá'¹êòà. ßêùî âîíà ïåðåâèùó¹ ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ äëÿ áiëèõ êàðëèêiâ òà
íåéòðîííèõ çið, äëÿ õîëîäíî¨ çîði çàëèøà¹òüñÿ ¹äèíà ìîæëèâiñòü  öå ÷îðíà
äiðà.
Õàðàêòåðíà äîâæèíà ñïëåñêiâ ðåíòãåíiâñüêîãî âèïðîìiíþâàííÿ äà¹ çìîãó
îöiíèòè ðîçìiðè îá'¹êòà. Íåîáõiäíîþ îçíàêîþ ÷îðíî¨ äiðè ¹ âiäñóòíiñòü
ïåðiîäè÷íîñòåé, òèïîâèõ äëÿ âèïðîìiíþâàííÿ íåéòðîííî¨ çîði-ïóëüñàðà.
Ñåðåä êàíäèäàòiâ ó ÷îðíi äiðè çîðÿíî¨ ìàñè, ÿêi ¹ ðåíòãåíiâñüêèìè äæåðåëàìè
ó ïîäâiéíèõ ñèñòåìàõ, íàéáiëüø äîñëiäæåíèé Cyg X-1 (Ëåáiäü Õ-1). Ïàðàìåòðè
òðà¹êòîði¨ êîìïàíüéîíà ÷îðíî¨ äiðè (ó âèïàäêó Cyg X-1  öå ñïåêòðàëüíî-
ïîäâiéíà çîðÿ 9-¨ çîðÿíî¨ âåëè÷èíè; îðáiòàëüíèé ïåðiîä ñèñòåìè 5.6 äíiâ)
îöiíþþòü çà çñóâîì ñïåêòðàëüíèõ ëiíié, ùî ïåðiîäè÷íî çìiíþ¹òüñÿ. Ó ïîäâiéíié
ñèñòåìi âèíèêà¹ ðåíòãåíiâñüêå âèïðîìiíþâàííÿ âíàñëiäîê àêðåöi¨ ðå÷îâèíè, ùî
ïåðåòiêà¹ íà íåâèäèìèé êîìïîíåíò. Ïîëÿðèìåòðè÷íi âèìiðþâàííÿ óòî÷íþþòü
íàõèë îðáiòè i äàþòü îöiíêó ìàñè íåâèäèìîãî êîìïîíåíòà, ùî âèÿâëÿ¹òüñÿ
áiëüøîþ çà ï'ÿòü ñîíÿ÷íèõ ìàñ. Öå äîçâîëÿ¹ ââàæàòè íåâèäèìèé îá'¹êò ÷îðíîþ
äiðîþ.
Íà âiäìiíó âiä êàíäèäàòiâ ó ÷îðíi äiðè, êiëüêiñòü ÿêèõ âiäíîñíî íåâåëèêà,
íåéòðîííèõ çið-ïóëüñàðiâ âiäêðèòî äîñèòü áàãàòî i â ðåíòãåíiâñüêîìó i â ðàäiî-
äiàïàçîíàõ. Îñíîâíi ñïîñòåðåæíi ñâiäîöòâà iñíóâàííÿ ïóëüñàðiâ òàêi.
Ïåðiîäè ïîâòîðåííÿ iìïóëüñiâ âiä îïòè÷íèõ ÷è ðàäiî-ïóëüñàðiâ äîñèòü
ñòàáiëüíi, àëå ïîâiëüíî çáiëüøóþòüñÿ iç ÷àñîì. äèíèì âiäîìèì ìåõàíiçìîì, ùî
öå ïîÿñíþ¹ òà óçãîäæó¹òüñÿ çi ñïîñòåðåæóâàíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè iìïóëüñiâ,
ìîæå áóòè ëèøå îáåðòàííÿ êîìïàêòíîãî òiëà. Êóòîâà øâèäêiñòü îáåðòàííÿ
ïîâiëüíî ñïàäà¹ ÷åðåç âòðàòè åíåðãi¨ íà åëåêòðîìàãíiòíå âèïðîìiíþâàííÿ.
Äóæå êîðîòêi ïåðiîäè ïîâòîðåííÿ iìïóëüñiâ, ïî÷èíàþ÷è âiä ìiëiñåêóíä,
3Ñòðîãî êàæó÷è, ãàç, ùî âèïðîìiíþ¹ â àêðåöiéíîìó äèñêó, ìîæå áóòè òåðìîäèíàìi÷íî
íåðiâíîâàæíèì, íàâiòü ëîêàëüíî. Ó öüîìó âèïàäêó òåìïåðàòóðà ââîäèòüñÿ óìîâíî, ÿê ìiðà
ñåðåäíüî¨ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ÷àñòèíîê ãàçó.
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ñâiä÷àòü ïðî âåëèêó êóòîâó øâèäêiñòü, ÿêà íåìîæëèâà äëÿ áiëîãî êàðëèêà
(ðîçìiðè 103êì). Ç iíøîãî áîêó, ïðî ìàëi ðîçìiðè äæåðåëà ñâiä÷èòü i ìàëà
òðèâàëiñòü iìïóëüñiâ.
Ïóëüñàðè ñïîñòåðiãàþòüñÿ ÿê îêðåìi äæåðåëà ðàäiî- òà îïòè÷íîãî
âèïðîìiíþâàííÿ, òàê i â ïîäâiéíèõ ñèñòåìàõ, äå àêðåöiÿ ðå÷îâèíè íà íåâèäèìèé
êîìïîíåíò ¹ ïðè÷èíîþ ðåíòãåíiâñüêîãî âèïðîìiíþâàííÿ. Âàæëèâîþ îçíàêîþ
ðåíòãåíiâñüêèõ ïóëüñàðiâ ¹ íàÿâíiñòü ïåðiîäè÷íîñòi ó âèïðîìiíþâàííi, ùî
âiäðiçíÿ¹ ¨õ âiä êàíäèäàòiâ ó ÷îðíi äiðè.
7.2. Ñòiéêiñòü õîëîäíèõ çið
Íàãàäà¹ìî ìiðêóâàííÿ, ùî ñâiä÷àòü ïðî iñíóâàííÿ ãðàíè÷íî¨ ìàñè, êîëè õîëîäíà
çîðÿ ùå ìîæå ââàæàòèñÿ ñòiéêîþ. Ðiâíÿííÿ ñòàíó ðå÷îâèíè ó ðiçíèõ îáëàñòÿõ
õîëîäíî¨ çîði äîñèòü ñêëàäíå. Îäíàê çà ìàëèõ òåìïåðàòóð i âåëèêèõ çíà÷åíü
ãóñòèíè, òèïîâèõ äëÿ âíóòðiøíiõ îáëàñòåé, îñíîâíèé âíåñîê ó òèñê òóò ìîæíà
îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü äëÿ âèðîäæåíîãî iäåàëüíîãî ôåðìi-ãàçó.
Âïåðøå ìîäåëü âèðîäæåíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó äëÿ ïîÿñíåííÿ ïðèðîäè áiëèõ
êàðëèêiâ áóëà âèêîðèñòàíà Ð. Ôàóëåðîì. Ó 1931 ð. Ñ. ×àíäðàñåêàð ðîçðàõóâàâ
áóäîâó áiëîãî êàðëèêà ç óðàõóâàííÿì òèñêó âèðîäæåíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó
i ç'ÿñóâàâ, ùî ìàñà áiëîãî êàðëèêà íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè ïðèáëèçíî 1.2M.
Ë.Ä. Ëàíäàó â 1932 ð. äàâ áiëüø ïðîñòå ïîÿñíåííÿ ÷àíäðàñåêàðiâñüêî¨ ãðàíèöi,
ÿêå ïiçíiøå áóëî âèêîðèñòàíî äëÿ îöiíêè ãðàíè÷íî¨ ìàñè íåéòðîííèõ çið. Ó
ïîäàëüøîìó öå çíà÷åííÿ óòî÷íþâàëîñÿ; ñó÷àñíå çíà÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ ìàñè áiëèõ
êàðëèêiâ, ÿêå íàçèâàþòü ãðàíèöåþ ×àíäðàñåêàðà, ñêëàäà¹ 1.44 M.
Ðîçãëÿíåìî, çà Ëàíäàó, ïðîñòó ìîäåëü õîëîäíî¨ çîði, ÿêà iëþñòðó¹ ÿêiñíi
îñîáëèâîñòi çàäà÷i. Íåõàé çîðÿ íå îáåðòà¹òüñÿ, à îñíîâíèé âíåñîê ó òèñê
çàáåçïå÷óþòü åëåêòðîíè, ùî ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði T = 0 òà äîñèòü âåëèêié
ãóñòèíi ðå÷îâèíè  óòâîðþþòü âèðîäæåíèé ôåðìi-ãàç. Âçà¹ìîäi¹þ åëåêòðîíiâ
ìiæ ñîáîþ òà ç ÿäðàìè, à òàêîæ ðåàêöiÿìè, ùî ìîæóòü âïëèâàòè íà ÷èñëî
ôåðìiîíiâ, çíåõòó¹ìî.
Çà óìîâè T  0 ôåðìiîíè ùiëüíî çàïîâíþþòü óñi ìîæëèâi ñòàíè ç iìïóëüñàìè,
ìåíøèìè çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ âiä äåÿêîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ pF
(iìïóëüñ Ôåðìi). Iìïóëüñ Ôåðìi âõîäèòü ó âèðàç äëÿ îá'¹ìíî¨ ãóñòèíè ôåðìi-
÷àñòèíîê n = p3f=(3
2~3), äå âðàõîâàíî, ùî êiëüêiñòü ñïiíîâèõ ñòàíiâ åëåêòðîíà
äîðiâíþ¹ 2. Îñíîâíèé âíåñîê ó ãóñòèíó ìàñè äàþòü íóêëîíè â ÿäðàõ (òîáòî
ïðîòîíè òà íåéòðîíè, ìàñà ÿêèõ ïðèáëèçíî îäíaêîâà):   mpn, äå  êiëüêiñòü
íóêëîíiâ íà îäèí ôåðìiîí, mp ìàñà ïðîòîíà. Çâiäñè, íåõòóþ÷è, äëÿ ãðóáî¨
îöiíêè, íåîäíîðiäíiñòþ ïðîñòîðîâîãî ðîçïîäiëó ðå÷îâèíè âñåðåäèíi çîði ç ìàñîþ
M òà ðàäióñîì R, äiñòàíåìî ïîâíó åíåðãiþ ôåðìi-ãàçó:
EF  cM
mp
"
~2
R2

9M
4mp
2=3
+m2F c
2
#1=2
:
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ßêùî äîäàòè åíåðãiþ ãðàâiòàöiéíî¨ âçà¹ìîäi¨ Eg   GM2=(2R), ëåãêî áà÷èòè,
ùî óìîâà iñíóâàííÿ ìiíiìóìó ïîâíî¨ åíåðãi¨ E = EF + Eg çáiãà¹òüñÿ ç óìîâîþ
äîäàòíîñòi àñèìïòîòèêè îñòàííüîãî âèðàçó çà R! 0:
E 
"
c~
mp

9M
4mp
1=3
  GM
2
#
M
R
:
Êîëè öåé çíàê äîäàòíié, iñíó¹ ïîëîæåííÿ ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè ñèñòåìè. Çâiäñè
ìàñà õîëîäíî¨ çîði ìà¹ çàäîâîëüíÿòè óìîâó M < 3
p
2 2M0, äå M0 âèçíà÷åíî
ôîðìóëîþ (7.1).
Êîëè òåìïåðàòóðà çîði, ÿêà âè÷åðïàëà ÿäåðíå ïàëüíå, ïàäà¹, âîíà ïî÷èíà¹
ñòèñêàòèñÿ i õàðàêòåðíèé ðàäióñ çîði çìåíøó¹òüñÿ. Çà âåëèêèõ çíà÷åíü
ãóñòèíè ñåðåäíÿ êiíåòè÷íà åíåðãiÿ åëåêòðîíiâ çíà÷íî ïåðåâèùó¹ åíåðãiþ
åëåêòðîñòàòè÷íî¨ âçà¹ìîäi¨ åëåêòðîíiâ ç ÿäðàìè i öÿ íåðiâíiñòü ïiäñèëþ¹òüñÿ
çi çðîñòàííÿì ãóñòèíè åëåêòðîíiâ. Öå âèïðàâäîâó¹ çàñòîñóâàííÿ ìîäåëi
âèðîäæåíîãî iäåàëüíîãî ôåðìi-ãàçó åëåêòðîíiâ.
ßêùî ìàñà õîëîäíî¨ çîði ìåíøà çà âêàçàíó ãðàíè÷íó âåëè÷èíó, ñèëè
òèñêó çäàòíi ïðèïèíèòè ïîäàëüøå çìåíøåííÿ R; ó ïðîòèâíîìó ðàçi ñòèñíåííÿ
ïðîäîâæó¹òüñÿ. Àëå iç çðîñòàííÿì iìïóëüñó Ôåðìi ñòà¹ iñòîòíèì îáåðíåíèé -
ðîçïàä: p+ e  ! n+ , òîáòî ñòà¹ õèáíèì îñíîâíå ïðèïóùåííÿ ïðî íåçìiííiñòü
÷èñëà åëåêòðîíiâ. Êîëè ãóñòèíà ðå÷îâèíè ñòà¹ ïîðÿäêó ÿäåðíî¨, îñíîâíó ìàñó
çîði ñêëàäàþòü íåéòðîíè, ùî òàêîæ ¹ ôåðìiîíàìè. Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà çíîâ
ïîâòîðèòè íàâåäåíi âèùå îöiíêè ïðî iñíóâàííÿ ãðàíè÷íî¨ ìàñè, ïîêëàâøè  = 1.
Âàæëèâî âiäçíà÷èòè, ùî ìàñà ôåðìiîíà íå âõîäèòü â M0, òîìó ìà¹ìî òàêó æ çà
ïîðÿäêîì âåëè÷èíó ãðàíè÷íî¨ ìàñè ÿê äëÿ áiëèõ êàðëèêiâ, òàê i äëÿ íåéòðîííî¨
çîði. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çîði ç âåëèêîþ ìàñîþ (áiëüøå äåêiëüêîõ M) íåìèíó÷å
ïîäàëüøå ñòèñíåííÿ, ÿêå ïðèéìà¹ õàðàêòåð êàòàñòðîôi÷íîãî êîëàïñó.
Íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ íîñÿòü íàáëèæåíî-ÿêiñíèé õàðàêòåð, ÿêå iãíîðó¹
íèçêó ôiçè÷íèõ ôàêòîðiâ. Îïèñ çà äîïîìîãîþ íüþòîíiâñüêîãî ãðàâiòàöiéíîãî
ïîòåíöiàëó ïðè ðîçãëÿäi àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè êîëàïñóþ÷î¨ çîði íåïðèäàòíèé,
ïîòðiáíèé ðîçãëÿä íà îñíîâi çàãàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi. Âàæëèâèì ¹ âðàõóâàííÿ
åôåêòiâ ôiçèêè åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê ïðè ïîáóäîâi ðåàëiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
ñòàíó çà íàäâèñîêèõ ãóñòèí. Òà íåçâàæàþ÷è íà öå, îñíîâíi ðèñè íàâåäåíîãî
ÿêiñíîãî ðîçãëÿäó çáåðiãàþòüñÿ i â áiëüø òî÷íié òåîði¨. Ðîçðàõóíêè íà îñíîâi
ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè äëÿ áiëèõ êàðëèêiâ äàþòü ãðàíèöþ ×àíäðàñåêàðà [11]:
MCh 
p
3
2
M0  5:7
2
M:
Îñíîâíèì êiíöåâèì ïðîäóêòîì ÿäåðíèõ ðåàêöié â çîðÿõ ¹ çàëiçî ( = 56=26),
òîäi MCh  1:2M. Âðàõóâàííÿ åôåêòiâ íåéòðîíiçàöi¨ ðå÷îâèíè äëÿ ðiçíîãî
õiìi÷íîãî ñêëàäó çîði ìîæå âïëèâàòè íà öþ îöiíêó â ìåæàõ 1020%. Çà ñó÷àñíå
çíà÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ ìàñè áiëîãî êàðëèêà, ÿêèé íå îáåðòà¹òüñÿ, ïðèéìàþòü 1.4
ìàñè Ñîíöÿ.
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Çàçíà÷èìî, ùî îáåðòàííÿ çið ìîæå âíîñèòè ñóòò¹âi êîðåêòèâè ó ãðàíè÷íó
ìàñó. Âðàõóâàííÿ åíåðãi¨ îáåðòàííÿ  J2/MR2 ÿêiñíî çìiíþ¹ ïîâåäiíêó
åôåêòèâíîãî ïîòåíöiàëó çà R !0 i ìîæå çáiëüøèòè îöiíêó ìàñè ó äåêiëüêà
ðàçiâ. Ïåâíèé ÷àñ ââàæàëîñÿ, ùî áiëi êàðëèêè íå îáåðòàþòüñÿ, òî÷íiøå, ¨õ
îáåðòàííÿ íå äîñèòü ñóòò¹âå äëÿ îöiíêè ãðàíè÷íî¨ ìàñè. Àëå äåêàäó òîìó
ñòàëè ç'ÿâëÿòèñÿ ñâiä÷åííÿ, ùî öå, ìîæëèâî, íå òàê. Áóëî âiäêðèòî äåêiëüêà
äóæå ÿñêðàâèõ íàäíîâèõ òèïó 1à, ÿêi ñòàëè âiäîìi ÿê "Champagne Supernova"
("íàäíîâà øàìïàíñüêå")4. ßê ââàæàþòü, öi íàäíîâi ìîãëè ç'ÿâèòèñÿ ó ðåçóëüòàòi
êîëàïñó áiëîãî êàðëèêà iç ìàñîþ, ùî çíà÷íî ïåðåâèùó¹ ìåæó ×àíäðàñåêàðà; ó
ñâîþ ÷åðãó, òàêå ïåðåâèùåííÿ ìàñè ìîæå áóòè íàñëiäêîì øâèäêîãî îáåðòàííÿ [6].
Âòiì, ¹ àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà, çà ÿêîþ ïåðåâèùåííÿ ìàñè ìîæå áóòè íàñëiäêîì
çëèòòÿ äâîõ áiëèõ êàðëèêiâ.
Ïåðøi ðîçðàõóíêè íåéòðîííèõ çið äàëè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ìàñè
Mn;max<M. Ïiçíiøi îöiíêè äëÿ ðiçíèõ ìîäåëåé ðiâíÿííÿ ñòàíó äàëè
M<Mn;max 3.6M. Ñèòóàöiþ óñêëàäíþ¹ íåäîñòàòí¹ çíàííÿ âëàñòèâîñòåé
ñèëüíèõ âçà¹ìîäié çà ãóñòèí ìàòåði¨ ïîðÿäêà ÿäåðíèõ, îñêiëüêè âàæëèâèì ¹
âðàõóâàííÿ ôiçè÷íèõ óìîâ ÿê â öåíòði õîëîäíî¨ çîði, òàê i çîâíi íàäãóñòîãî ÿäðà.
Äëÿ îòðèìàííÿ ìàêñèìàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ ìàñè, âèêîðèñòîâóþòü â öåíòðàëüíèõ
îáëàñòÿõ ìàêñèìàëüíî æîðñòêå ðiâíÿííÿ ñòàíó P = P0+(0)c2 äëÿ ãóñòèí,
áiëüøèõ çà 0  51015ã/ñì3. ßêùî â öié îáëàñòi ïðèïóñòèòè íåñêií÷åííî
æîðñòêå ðiâíÿííÿ ñòàíó   0 (ùî âæå ñóïåðå÷èòü âèìîãàì òåîði¨ âiäíîñíîñòi),
òîäi Mn;max 5M.
Ïóëüñàðè, òîáòî íåéòðîííi çîði, ìàþòü çíà÷íî ìåíøi ðîçìiðè, íiæ áiëi
êàðëèêè, òà øâèäêî îáåðòàþòüñÿ. Òåîðåòè÷íi ðîçðàõóíêè, ç ÿêèõ ìîæíà
îöiíèòè ãðàíè÷íó øâèäêiñòü îáåðòàííÿ òà ìàêñèìàëüíó ìàñó, â öüîìó âèïàäêó
ùå áiëüøå óñêëàäíþþòüñÿ ó çâ'ÿçêó ç íåîáõiäíiñòþ çàãàëüíîðåëÿòèâiñòñüêî¨
ïîñòàíîâêè çàäà÷i. Òóò âèíèêà¹ øèðîêå ïîëå äëÿ äîñëiäæåíü. Îäíàê îöiíêè äëÿ
ðåàëiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ñòàíó íå çìiíþþòü ñóòò¹âî âåëè÷èíó Mn;max i äàþòü
çíà÷åííÿ ìiíiìàëüíîãî ïåðiîäó îáåðòàííÿ 0.4 ìñ. Ìàãíiòíå ïîëå, â ïðèíöèïi, ìîæå
âïëèâàòè íà îöiíêó ìàñè, àëå ïîëÿ âåëè÷èíîþ <1013Ãñ, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ â
ðåàëüíèõ ïóëüñàðàõ, äëÿ öüîãî íåñóòò¹âi.
7.3. ×îðíi äiðè
×îðíi äiðè  âiäíîñíî ïðîñòi ç òåîðåòè÷íî¨ òî÷êè çîðó àñòðîôiçè÷íi îá'¹êòè:
¨õ, â îñíîâíîìó, ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ëèøå ðiâíÿíü Åéíøòåéíà áåç
çàëó÷åííÿ ðiâíÿíü ãiäðîäèíàìiêè òà íå äóæå äîñòîâiðíèõ äàíèõ ïðî ðiâíÿííÿ
ñòàíó. Òåîðiÿ ÷îðíèõ äið ðîçðîáëåíà äîñèòü äîêëàäíî i äîáðå âiäîáðàæåíà â
ëiòåðàòóði. Çóïèíèìîñÿ íà íàéáiëüø âàæëèâèõ íàñëiäêàõ ÷èñëåííèõ äîñëiäæåíü
÷îðíèõ äið.
4ïåðøèì òàêèì îá'¹êòîì, âiäêðèòèì ó 2003 ð., áóëà íàäíîâà SNLS-03D3bb [5]
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äèíèì ðîçâ'ÿçêîì âàêóóìíèõ5 ðiâíÿíü Åéíøòåéíà, ÿêèé îïèñó¹
àñèìïòîòè÷íèé ñòàí êîëàïñóþ÷î¨ çîði ç ìàñîþ M òà ìîìåíòîì îáåðòàííÿ
J , ¹ ðîçâ'ÿçîê Êåððà
ds2 =

1  rgr
2

(dt)2   
2

(dr)2   2(d)2+ (7.2)
+
2argr
2
(sin )2dtd' 

r2 + a2 +
rgra
2
2
(sin )2

(sin d')2
äå a = J=M , rg = 2GM , 2 = r2 + a2(cos )2,  = r2   rgr + a2; ìåòðèêó çàïèñàíî
â êîîðäèíàòàõ ÁîéåðàËiíäêâiñòà; ðîçìiðíîñòi âiäïîâiäàþòü c = 1.
Ó äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ M;a ìà¹ìî áiôóðêàöiéíó ïðÿìó a =
GM , ÿêà âiääiëÿ¹ îáëàñòi iñíóâàííÿ ïðèíöèïîâî ðiçíèõ îá'¹êòiâ  ÷îðíî¨ äiðè
(a  GM) òà ãîëî¨ ñèíãóëÿðíîñòi (a > GM). Çà óìîâè a  GM ïîâåðõíÿ ñôåðè
r = Rh, äå Rh =
rg
2 +
q
r2g
4   a2, ¹ ãîðèçîíòîì ïîäié âiääàëåíîãî ñïîñòåðiãà÷à. Öå
îçíà÷à¹, ùî íå iñíó¹ ÷àñîïîäiáíèõ àáî içîòðîïíèõ ãåîäåçè÷íèõ, ùî âèõîäÿòü ç-
ïiä öi¹¨ ñôåðè íàçîâíi, iíàêøå êàæó÷è, ñïîñòåðiãà÷ íå ìîæå îòðèìàòè æîäíèõ
ôiçè÷íèõ ñèãíàëiâ ç îáëàñòi r  Rh. ×àñòèíêè ÷è ôîòîíè, ùî ïàäàþòü ó
÷îðíó äiðó ççîâíi, íiêîëè íå äîñÿãàþòü öi¹¨ ïîâåðõíi. Çà ãîäèííèêîì çîâíiøíüîãî
ñïîñòåðiãà÷à ðå÷îâèíà çîði, ùî êîëàïñó¹, çàâæäè ïîêðèâà¹ ãîðèçîíò; ¨¨ ïîâåðõíÿ
ç ÷àñîì ïðÿìó¹ äî ñôåðè r = Rh, àëå íiêîëè ¨¨ íå äîñÿãà¹; ÿñêðàâiñòü çîði òà
÷àñòîòà âèïðîìiíþâàííÿ øâèäêî cïàäàþòü.
Ó áóäü-ÿêèé ÷àñ óñåðåäèíi çîði, äå òåíçîð åíåðãi¨-iìïóëüñó íåãðàâiòàöiéíèõ
ïîëiâ, ùî ôiãóðó¹ ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿíü Åéíøòåéíà, ¹ âiäìiííèì âiä íóëÿ,
òîìó òóò ìåòðèêà ¹ âiäìiííîþ âiä (7.2). Ïðè a 6= 0 ó çîâíiøíié îáëàñòi
ìåòðèêà òàêîæ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (7.2), îäíàê, çà âiäñóòíîñòi åëåêòðîìàãíiòíîãî òà
iíøèõ íåãðàâiòàöiéíèõ ïîëiâ, âîíà øâèäêî ïðÿìó¹ äî (7.2). Âèíÿòêîì ¹ âèïàäîê
ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íîãî êîëàïñó, òóò âàêóóìíèé ðîçâÿçîê ðiâíÿíü Åéíøòåéíà
çîâíi çîði çà a = 0 òî÷íî çáiãà¹òüñÿ ç ðîçâ'ÿçêîì (7.2), ÿêèé ó öüîìó
ðàçi ìà¹ íàçâó ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà. Òàêèì ÷èíîì, ðåàëüíi çîði-êîëàïñàðè
ñëiä ââàæàòè íåñòàöiîíàðíèìè îá'¹êòàìè, õî÷à ìåòðèêà (7.2) ¹ ìåòðèêîþ
ñòàöiîíàðíîãî ïðîñòîðó-÷àñó, à âèâ÷åííÿ êîëàïñó ç òî÷êè çîðó çîâíiøíüîãî
ñïîñòåðiãà÷à ôàêòè÷íî íå òîðêà¹òüñÿ îáëàñòi ïiä ãîðèçîíòîì.
Çà a  GM çîâíiøíié ñïîñòåðiãà÷ íå áà÷èòü ñèíãóëÿðíiñòü r = 0, ÿêà
íå ìîæå âïëèâàòè íà ïðîöåñè çîâíi ãîðèçîíòó. Öåé íàñëiäîê ìà¹ ïðèíöèïîâå
çíà÷åííÿ: ñèíãóëÿðíiñòü ïîðîäæó¹ íåïðè¹ìíîñòi äëÿ áóäü-ÿêî¨ òåîði¨, îñêiëüêè
öå, ÿê ïðàâèëî, ïîâ'ÿçàíå ç íåìîæëèâiñòþ ðîáèòè ïåðåäáà÷åííÿ. Àëå äëÿ a >
GM ãîðèçîíòó íå iñíó¹, òîáòî ìà¹ìî òàê çâàíó ãîëó ñèíãóëÿðíiñòü, ÿêà
ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ççîâíi. ×àñ êîëàïñó ó ãîëó ñèíãóëÿðíiñòü ìîæå áóòè ñêií÷åííèì,
òîìó âèíèêà¹ çàïèòàííÿ, à ùî æ áóäå äàëi? Çà âiäñóòíîñòi ãîðèçîíòó ÷àñ ðóõó
ñèãíàëiâ âiä ãîëî¨ ñèíãóëÿðíîñòi äî çîâíiøíüîãî ñïîñòåðiãà÷à ¹ ñêií÷åííèì,
5òîáòî çà âiäñóòíîñòi íåãðàâiòàöiéíèõ ïîëiâ
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òîáòî ñèíãóëÿðíiñòü ìîæå íåïåðåäáà÷óâàíî âïëèâàòè íà îáëàñòi, âiääàëåíi âiä
íå¨. Ùîá îáiéòè öi òà ïîäiáíi óòðóäíåííÿ, Ðîäæåð Ïåíðîóç âèñóíóâ ãiïîòåçó,
çà ÿêîþ âèíèêíåííÿ ãîëèõ ñèíãóëÿðíîñòåé ó ðåàëüíîìó Âñåñâiòi íåìîæëèâå.
Àíàëiç ïåâíèõ ôiçè÷íèõ ñèòóàöié íiáè ïiäòâåðäæó¹ ãiïîòåçó Ïåíðîóçà, àëå
äîñèòü çàãàëüíîãî ¨¨ äîâåäåííÿ äîñi íå iñíó¹ i öå âàæëèâå ïèòàííÿ çàëèøà¹òüñÿ
âiäêðèòèì.
Ó âèïàäêó ÷îðíî¨ äiðè ìåòðèêà Êåððà ¹ ñòiéêîþ ãðàíèöåþ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü
Åéíøòåéíà â òîìó ðîçóìiííi, ùî ìàëi çáóðåííÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó ñïàäàþòü ç ÷àñîì
äî íóëÿ, çà âèíÿòêîì òèõ, ÿêi îïèñóþòü ðóõ ÷îðíî¨ äiðè àáî çìiíó ¨¨ êóòîâîãî
ìîìåíòó ÿê öiëîãî. Ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü ëiíåàðèçîâàíi çáóðåííÿ ìåòðèêè
Êåððà, äîïóñêàþòü ðîçäiëåííÿ çìiííèõ, ïiñëÿ ÷îãî âîíè çâîäÿòüñÿ äî çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Òþêîëüñüêîãî. Piâíÿííÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ i
ïîëÿ áåçìàñîâèõ íåéòðèíî çâîäÿòüñÿ äî ïîäiáíèõ ðiâíÿíü, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå
çíà÷åííÿì ñïiíîâîãî ïàðàìåòðà.
Çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü Òþêîëüñüêîãî ìîæíà ðîçðàõîâóâàòè õàðàêòåðèñòèêè
ãðàâiòàöiéíîãî âèïðîìiíþâàííÿ, ùî âèíèêàþòü ïiñëÿ óòâîðåííÿ ÷îðíî¨ äiðè
òà íåñóòü iíôîðìàöiþ ïðî ¨¨ ìàñó òà êóòîâèé ìîìåíò. ßê î÷iêóþòü,
öå âèïðîìiíþâàííÿ ìîæíà áóäå ñïîñòåðiãàòè çà äîïîìîãîþ ãðàâiòàöiéíèõ
äåòåêòîðiâ.
Ïiäñóìîâóþ÷è öåé ðîçäië, çàçíà÷èìî, ùî êðèòè÷íi çíà÷åííÿ ìàñ, ÿêi
âiääiëÿþòü îáëàñòi áiëèõ êàðëèêiâ, íåéòðîííèõ çið òà ÷îðíèõ äið ìîæóòü
ó ìàéáóòíüîìó óòî÷íþâàòèñÿ, àëå ¨õ iñíóâàííÿ íàðàçi íå âèêëèêà¹ æîäíèõ
ñóìíiâiâ. Çàãàëüíîïðèéíÿòå çíà÷åííÿ ìåæi ×àíäðàñåêàðà ñêëàäà¹ 1:4M. Ìîæíà
ââàæàòè äîáðå îá ðóíòîâàíèì òâåðäæåííÿ, ùî ìàêñèìàëüíà ìàñà ðåàëiñòè÷íî¨
ñòàöiîíàðíî¨ õîëîäíî¨ çîði íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè 3M. Ìåíø æîðñòêà
àáñîëþòíà îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ìàñè áiëîãî êàðëèêà ÷è íåéòðîííî¨ çîði ñêëàäà¹
ïðèáëèçíî 5M. Íåñâiòíi àñòðîôiçè÷íi îá'¹êòè ç ìàñîþ, áiëüøîþ çà âêàçàíó
ìåæó, ìàþòü áóòè ÷îðíèìè äiðàìè, ïðè÷îìó àëüòåðíàòèâíi ïîÿñíåííÿ òàêèõ
îá'¹êòiâ ââàæàþòü ùå áiëüø åêçîòè÷íèìè.
117
118
ËIÒÅÐÀÒÓÐÀ
[1] Ñ. Âåéíáåðã. Ãðàâèòàöèÿ è êîñìîëîãèÿ.  Ì.: Ìèð, 1975. 696 ñ.
[2] Â.I. Æäàíîâ. Âñòóï äî òåîði¨ âiäíîñíîñòi.  Ê.:ÂÏÖ "Êè¨âñüêèé óíiâåðñèòåò",
2008 287 ñ.
[3] Ë.Ä. Ëàíäàó, Å.Ì. Ëèôøèö. Òåîðèÿ ïîëÿ.  Ì.: Íàóêà, 1988.  512 ñ.
[4] ß.Ñ. ßöêiâ, Î.Ì. Àëåêñàíäðîâ, I.Á. Âàâèëîâà, Â.I. Æäàíîâ, Þ.Ì. Êóäðÿ,
Ñ.Ë. Ïàðíîâñüêèé, Å.Î. Ôåäîðîâà, Ñ.Â. Õìiëü. Çàãàëüíà òåîðiÿ âiäíîñíîñòi:
âèïðîáóâàííÿ ÷àñîì. Ê., ÃÀÎ ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2005.
[5] D.A. Howell , M. Sullivan , P.E. Nugent et al. The type Ia supernova SNLS-
03D3bb from a super-Chandrasekhar-mass white dwarf star.  Nature.  2006. 
Vol. 443.  P. 308-311 (arXiv:astro-ph/0609616).
[6] Hachisu I., Kato M., Saio H., Nomoto K. A single degenerate progenitor model for
type Ia supernovae highly exceeding the Chandrasekhar mass limit // Astrophys.
J. - 2012. - Vol. 744 (1). - Id. 69 (arXiv:1106.3510).
119
120
8Ïëàíåòíi ìiãðàöi¨
8.1. Âëàñòèâîñòi åêçîïëàíåò.
Óòâîðåííÿ ïëàíåò i iõ ðîçïîäië íàâêîëî öåíòðàëüíî¨ çîði - ÿñêðàâèé ïðèêëàä
ôîðìóâàííÿ ñòðóêòóðè â íåëiíiéíié ñèñòåìi. Â òåîðåòè÷íîìó ïëàíi ðîçãëÿä
öüîãî âàæëèâîãî ïèòàííÿ êîñìîãîíi¨ áàçó¹òüñÿ íà íüþòîíiâñüêié ìåõàíiöi òà
ãàçîäèíàìiöi. Àëå áóäü ÿêà òåîðåòè÷íà ñõåìà ìà¹ áóòè ïiäòâåðæåíà i äîïîâíåíà
ñïîñòåðåæåííÿìè. Òðèâàëèé ÷àñ òàêi "åêñïåðèìåíòàëüíi" äàíi ñòîñóâàëèñÿ ëèøå
Ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè. Âiäêðèòòÿ ïëàíåò çà ìåæàìè Ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè ó 1990-õ ðîêàõ
ñòàëî âàæëèâèì åòàïîì ðîçâèòêó êîñìîãîíi¨ i ïîñòàâèëî íîâi ïðîáëåìè ùîäî
ñòóêòóðè ïëàíåòíèõ ñèñòåì.
Ïåðøi åêçîïëàíåòè áóëè âiäêðèòi íà îñíîâi òî÷íèõ âèìiðiâ ïðîìåíåâèõ
øâèäêîñòåé çið. Òàêi âèìiðè äîçâîëèëè âèÿâèòè çìiùåííÿ çîði, ùî âèêëèêà¹òüñÿ
òÿæiííÿì ïëàíåòè. Ìåòîä ïðîìåíåâèõ øâèäêîñòåé íàéáiëüø åôåêòèâíèé äëÿ
âèÿâëåííÿ ìàñèâíèõ åêçîïëàíåò íà íèçüêèõ îðáiòàõ íàâêîëî áëèçüêèõ äî Ñîíöÿ
çið. Öèì ìåòîäîì (çà äàíèìè åëåêòðîííîãî êàòàëîãó exoplanet.eu) íà ïî÷àòîê
2015 ðîêó áóëî âiäêðèòî áëèçüêî 600 åêçîïëàíåò. Ùå 17 åêçîïëàíåò áóëî âèÿâëåíî
íà îðáiòàõ íåéòðîííèõ çið - ïóëüñàðiâ çà çàòðèìêîþ ¨õ ðàäiîiìïóëüñiâ, ùî òàêîæ
ñïðè÷èíåíà òÿæiííÿì ïëàíåòè.
ßêùî ïðîìiíü çîðó ëåæèòü â ïëîùèíi îðáiòè åêçîïëàíåòè, ïðè ïðîõîäæåííi
ïëàíåòè ïî äèñêó çîði ìîæëèâî çàðå¹ñòðóâàòè òèì÷àñîâå ïîñëàáëåííÿ áëèñêó
çîði. Íà öüîìó ÿâèùi ãðóíòó¹òüñÿ iíøèé åôåêòèâíèé ìåòîä âiäêðèòòÿ åêçîïëàíåò
 ìåòîä çàòåìíåíü. Â ðåçóëüòàòi ñïîñòåðåæåíü ñïåöiàëiçîâàíèõ êîñìi÷íèõ
òåëåñêîïiâ Kepler i COROT êiëüêiñòü åêçîïëàíåò, âiäêðèòèõ öèì ìåòîäîì
ïåðåâèùèëà 300, ïðè÷îìó âåëèêà êiëüêiñòü ç íèõ áóëî ïiäòâåðäæåíî òàêîæ
ìåòîäîì ïðîìåíåâèõ øâèäêîñòåé. Êðiì òîãî, äëÿ 32 åêçîïëàíåò ó áëèçüêèõ çið
âäàëîñÿ îòðèìàòè çîáðàæåííÿ ïëàíåòè, à äëÿ êiëüêîõ ïëàíåò  íàâiòü ñïåêòð
àòìîñôåðè.
Ùå îäèí ìåòîä âiäêðèòòÿ åêçîïëàíåò âèêîðèñòîâó¹ ÿâèùå ãðàâiòàöiéíîãî
ìiêðîëiíçóâàííÿ. ßêùî ïðîìiíü çîðó äàëåêî¨ çîði ïåðåòíå iíøà çîðÿ (ëiíçóþ÷à),
ùî ìà¹ ïëàíåòó, íàÿâíiñòü åêçîïëàíåòè ìîæíà âèÿâèòè çà õàðàêòåðíîþ
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íåñèìåòðè÷íîþ êðèâîþ áëèñêó. Ìåòîä ãðàâiòàöiéíîãî ìiêðîëiíçóâàííÿ äîçâîëÿ¹
âiäêðèâàòè åêçîïëàíåòè íà âåëèêèõ âiäñòàíÿõ (òèñÿ÷i ñâiòëîâèõ ðîêiâ), àëå íå
äîïóñêà¹ ïîâòîðíèõ ñïîñòåðåæåíü. Öèì ìåòîäîì âiäêðèòî 16 åêçîïëàíåò.
Ìàñè åêçîïëàíåò ñÿãàþòü äî 25 ìàñ Þïiòåðà. Ïðè ìàñi íåáåñíîãî òiëà áiëüøå
çà 12 ìàñ Þïiòåðà ó íüîìó ìîæëèâi òåðìîÿäåðíi ðåàêöi¨ ãîðiííÿ äåéòåðiþ.
Îá'¹êòè ç ìàñàìè âiä 12 äî 80 ìàñ Þïiòåðà, ó ÿêèõ âèãîðiâ äåéòåðié, íàçèâàþòü
êîðè÷íåâèìè êàðëèêàìè i ââàæàþòü ïðîìiæíèìè ìiæ çîðÿìè i ïëàíåòàìè.
Îñòàííiìè ðîêàìè âiäêðèòî âåëèêó êiëüêiñòü içîëüîâàíèõ êîðè÷íåâèõ êàðëèêiâ,
ùî íå îáåðòàþòüñÿ íàâêîëî iíøî¨ çîði. Çàóâàæèìî, ùî ñó÷àñíi êîñìîãîíi÷íi òåîði¨
äîïóñêàþòü óòâîðåííÿ ç ìiæçîðÿíî¨ ãàçîïèëîâî¨ õìàðè içîëüîâàíèõ íåáåñíèõ òië
ç ìàñàìè âiä 3 ìàñ Þïiòåðà. Òàêi òiëà íàçèâàþòü êîðè÷íåâèìè ñóáêàðëèêàìè àáî
áëóêàþ÷èìè ïëàíåòàìè.
Ó 1995 ðîöi áóëà âiäêðèòà ïåðøà åêçîïëàíåòà ïîáëèçó çîði ãîëîâíî¨
ïîñëiäîâíîñòi  51 Peg b. Öå ïëàíåòà-ãiãàíò, ¨¨ ìàñà ñêëàäà¹ ïîëîâèíó
ìàñè Þïiòåðà. Âåëèêà ïiââiñü îðáiòè äîðiâíþ¹ 0.05 à.î., â 8 ðàçiâ ìåíøå,
íiæ ó Ìåðêóðiÿ. Ó íàñòóïíi ðîêè áóëî âiäêðèòî âåëèêó êiëüêiñòü ïëàíåò-
ãiãàíòiâ, ðîçòàøîâàíèõ äóæå áëèçüêî äî ñâî¹¨ çîði. Âiäêðèòòÿ òàêèõ åêçîïëàíåò
(âîíè îòðèìàëè íàçâó ãàðÿ÷i Þïiòåðè) ñòàëî íåñïîäiâàíêîþ, îñêiëüêè ó
Ñîíÿ÷íié ñèñòåìi ïëàíåòè-ãiãàíòè ðîçòàøîâàíi íà íàáàãàòî áiëüøié âiäñòàíi
âiä öåíòðàëüíîãî ñâiòèëà. Íàÿâíiñòü ãàðÿ÷èõ Þïiòåðiâ çðîáèëà íåîáõiäíèì
ïåðåãëÿä óÿâëåíü ïðî áóäîâó i ðîçâèòîê ïëàíåòíèõ ñèñòåì, ùî iñíóâàëè ðàíiøå.
Äëÿ ïîÿñíåííÿ iñíóâàííÿ ãàðÿ÷èõ Þïiòåðiâ ðîçðîáëÿþòü òåîðiþ ïëàíåòíèõ
ìiãðàöié. Çãiäíî íå¨ íàéáiëüøà ïëàíåòà â ñèñòåìi óòâîðþ¹òüñÿ â ïðîòîïëàíåòíîìó
ãàçîïèëîâîìó äèñêó íà âiäñòàíi êiëüêà àñòðîíîìi÷íèõ îäèíèöü (ÿê Þïiòåð), à
ïîòiì ìiãðó¹ äî çîði.
8.2. Ïëàíåòíà ìiãðàöiÿ I òèïó.
Çãiäíî ñó÷àñíî¨ òåîði¨ óòâîðåííÿ ïëàíåò, ó ïðîòîïëàíåòíîìó ãàçîïèëîâîìó
äèñêó ëåãêi åëåìåíòè âiäíîñÿòüñÿ âèïðîìiíåííÿì çîði íà áiëüøi âiäñòàíi, à
âàæ÷i åëåìåíòè çàëèøàþòüñÿ áëèæ÷å äî çîði. Ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêî¨ âiäñòàíi
ó äèñêó ìîæëèâå óòâîðåííÿ ëüîäó. Áiëÿ ëiíi¨ ëüîäiâ íàêîïè÷óþòüñÿ ëåòþ÷i
åëåìåíòè. Âíàñëiäîê áàëàíñó òèñêó, ãðàâiòàöi¨ i âiäöåíòðîâèõ ñèë îðáiòàëüíi
øâèäêîñòi ìåíøå êåïëåðiâñüêèõ, êðóïíi ÷àñòèíêè ïåðåòèíàþòü ëiíiþ ëüîäiâ.
Òóò óòâîðþ¹òüñÿ ðîçðèâ â ïàðàìåòðàõ ãàçó, ïiñëÿ ÷îãî ãàëüìóâàííÿ ÷àñòèíîê
ïðèïèíÿ¹òüñÿ.
Çà ëiíi¹þ ëüîäiâ ëåòþ÷i åëåìåíòè êîíäåíñóþòüñÿ íà ïèëèíêàõ, ðîçìiðè i
ìàñà ÿêèõ çáiëüøóþòüñÿ. Äðiáíi ÷àñòèíêè ðóõàþòüñÿ ç ãàçîì, à êðóïíi, áiëüøå
ìiëiìåòðà, ãàëüìóþòüñÿ ãàçîì i ïî ñïiðàëi ðóõàþòüñÿ äî çîði. Îðáiòè çãóñòêiâ
ðîçìiðîì ïîðÿäêó ìåòðà çà òèñÿ÷ó ðîêiâ ñêîðî÷óþòüñÿ âäâi÷i.
Çíà÷íà ìàñà ÷àñòèíîê ïðîíèêà¹ âñåðåäèíó ëiíi¨ ëüîäiâ, ïîêðèâà¹òüñÿ âîëîãîþ
àáî áðóäîì i çëèïà¹òüñÿ, óòâîðþþ÷è ìiëüÿðäè êiëîìåòðîâèõ ïëàíåòåçiìàëåé.
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Ñòèêàþ÷èñü íà áåçëi÷i îðáiò, âîíè ìîæóòü óòâîðèòè çàðîäêè ïëàíåò ç ðîçìiðàìè
Ìiñÿöÿ i Çåìëi. Çàðîäêè ç îðáiòîþ 1 à.î. çà ÷àñ ïîðÿäêó 100 òèñÿ÷ ðîêiâ äîñÿãàþòü
ñâî¹¨ ìåæi: 0.1 ìàñè Çåìëi. Íà îðáiòi Þïiòåðà (5 à.î.) 4 ìàñè Çåìëi íàêîïè÷óþòüñÿ
çà êiëüêà ìiëüéîíiâ ðîêiâ.
Ìiãðàöiÿ I òèïó  öå ìiãðàöiÿ âíóòðiøíiõ ïëàíåò. Õâèëi â ïðîòîïëàíåòíîìó
äèñêó, ùî óòâîðþþòüñÿ çàðîäêîì, íå êîìïåíñóþòüñÿ i âèêëèêàþòü ïîñòóïîâå
íàáëèæåííÿ éîãî îðáiòè äî çîði. Ïðè öüîìó ëèøå íåâåëèêà ÷àñòêà òië çäàòíà
âèæèòè.
Â iñòîði¨ óòâîðåííÿ ïëàíåòíèõ ñèñòåì ìîæíà âèäiëèòè íàñòóïíi åòàïè.
1. Äî 100 òèñ. ð. - â öåíòði ïåðâèííîãî ãàçîïèëîâîãî äèñêó ôîðìó¹òüñÿ çîðÿ i
â íié ïî÷èíà¹òüñÿ ÿäåðíèé ñèíòåç.
2. 100 òèñ. ð. - 2 ìëí. ð. - ïèëèíêè çëèïàþòüñÿ â ïëàíåòíi çàðîäêè ç ìàñàìè
âiä ìiñÿ÷íî¨ äî çåìíî¨.
3. 2 ìëí. ð. - ôîðìó¹òüñÿ ïåðøèé ãàçîâèé ãiãàíò i âèìiòà¹ àñòåðî¨äè ïåðøîãî
ïîêîëiííÿ.
4. 3-10 ìëí. ð. - ãàçîâèé ãiãàíò ñòèìóëþ¹ ôîðìóâàííÿ iíøèõ ãiãàíòiâ i ïëàíåò
çåìíîãî òèïó. Íà öåé ÷àñ ãàçó ìàéæå íå çàëèøà¹òüñÿ.
5. 800 ìëí. ð. - ïåðåãðóïóâàííÿ ïëàíåò ïðîäîâæó¹òüñÿ áiëÿ ìiëüÿðäà ðîêiâ
ïiñëÿ ñâîãî ïî÷àòêó.
8.3. Ìiãðàöiÿ II òèïó.
Òåîðiÿ ìiãðàöi¨ II òèïó îïèñó¹ óòâîðåííÿ i ðóõ ïëàíåò-ãiãàíòiâ (ó òîìó
÷èñëi ãàðÿ÷èõ Þïiòåðiâ) íà åòàïi ôîðìóâàííÿ ïëàíåòíî¨ ñèñòåìè. Ïåðøèé
ãàçîâèé ãiãàíò ñòâîðþ¹ óìîâè äëÿ íàðîäæåííÿ íàñòóïíèõ. Âií ðîç÷èùà¹ ó
ïðîòîïëàíåòíîìó äèñêó ùiëèíó, ÿêà äi¹ ÿê çàìêîâèé ðiâ; ¨¨ íå ìîæå çäîëàòè
ðå÷îâèíà, ùî ðóõà¹òüñÿ äî öåíòðó äèñêà. Ðå÷îâèíà çáèðà¹òüñÿ íà çîâíiøíié
ñòîðîíi ðîçðèâó, äå ç íå¨ óòâîðþþòüñÿ íîâi ïëàíåòè. Ïðè öüîìó çðîñòàííÿ ìàñè
íàéáiëüøîãî ãiãàíòà îáìåæó¹òüñÿ. Çàëèøêîâèé ãàç ïîñòóïîâî âòðà÷à¹ êóòîâèé
ìîìåíò i îñiäà¹ íà çîðþ, çàõîïëþþ÷è ïëàíåòó-ãiãàíò.
Ïðèïëèâíà äiÿ ïëàíåòè ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ êóòîâîãî ìîìåíòó ðå÷îâèíè
âñåðåäèíi ¨¨ îðáiòè i äî çáiëüøåííÿ êóòîâîãî ìîìåíòó ðå÷îâèíè íàçîâíi îðáiòè.
Òàê óòâîðþ¹òüñÿ ùiëèíà íàâêîëî îðáiòè ïëàíåòè. Ìiãðàöiÿ II òèïó âiäáóâà¹òüñÿ
ÿêùî ìàñà ïëàíåòè äîñòàòíüî âåëèêà äëÿ òîãî, ùîá ïðèïëèâíi ñèëè î÷èñòèëè
ùiëèíó íà ¨¨ îðáiòi. Ïðèïëèâíèé ìîìåíò äèñêó âñåðåäèíi àáî íàçîâíi îðáiòè
ïëàíåòè, ùî ïðèçâîäèòü äî óòâîðåííÿ ùiëèíè, ìîæíà îöiíèòè ç ðiâíÿííÿ
T0  
2pa4

Mp
Ms
2  a
H
3
(8.1)
äå   ïîâåðõíåâà ãóñòèíà äèñêó, 
p  êóòîâà øâèäêiñòü îáåðòàííÿ ïëàíåòè
íàâêîëî çîði, Ìs  ìàñà çîði, Mp  ìàñà ïëàíåòè, a  ðàäióñ îðáiòè ïëàíåòè,
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Í  òîâùèíà äèñêó. Òóðáóëåíòíà â'ÿçêiñòü ïðàãíå çàêðèòè ùiëèíó. Åôåêò
òóðáóëåíòíîñòi âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç êiíåìàòè÷íó â'ÿçêiñòü  ÿêà ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ
â òàê çâàíié ìîäåëi àëüôà-äèñêó ÿê
 = cH (8.2)
äå   áåçðîçìiðíèé ïàðàìåòð, ñs  øâèäêiñòü çâóêó ó ãàçi. Âåëè÷èíà 
ïîâèííà áóòè ìåíøå îäèíèöi, îñêiëüêè òóðáóëåíòíi ðóõè ïîâiëüíiøi çà çâóêîâi
i õàðàêòåðíèé ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòi ìåíøå òîâùèíè äèñêó.
Òóðáóëåíòíà â'ÿçêiñòü ñòâîðþ¹ ìîìåíò ïîáëèçó ùiëèíè
Tc  MgJg
tg
(8.3)
äå Mg ìàñà, ùî íàêîïè÷èëàñÿ ó äèñêó ïîáëèçó ùiëèíè, Jg- çìiíà êóòîâîãî
ìîìåíòó äèñêó íà îäèíèöþ ìàñè, ùî íåîáõiäíà äëÿ çàêðèòòÿ ùiëèíè i tg ÷àñ
çàêðèòòÿ ùiëèíè. Ìè îöiíþ¹ìî öi âåëè÷èíè ÿê
Mg 
X
a!;
Jg  a
p!; (8.4)
tg  !
2

;
äå !  ðàäiàëüíà øèðèíà ùiëèíè,  - ãóñòèíà äèñêó îäðàçó çà ùiëèíîþ i
  êiíåìàòè÷íà òóðáóëåíòíà â'ÿçêiñòü äèñêó. Îöiíêà ÷àñó çàêðèòòÿ ùiëèíè
ãðóíòó¹òüñÿ íà ïðèïóùåííi ïðî òå, ùî â'ÿçêiñòü çà ÷àñ äèôóçi¨ äi¹ íà âiäñòàíi
!, ùî äà¹ êâàäðàòè÷íó çàëåæíiñòü âiä !. Çàñòîñîâóþ÷è îñòàííþ ñèñòåìó
ñïiââiäíîøåíü äî ðiâíÿííÿ (8.3), ìà¹ìî, ùî
Tc  a2
p (8.5)
áåç çàëåæíîñòi âiä !.
Ùîá ó äèñêó âèíèêëà ùiëèíà íåîáõiäíî, ùîá ìîìåíò, ùî âiäêðèâà¹ ùiëèíó
áóâ áiëüøèé çà ìîìåíò, ùî ¨¨ çàêðèâà¹: To > Tc. Òîäi ìè îòðèìó¹ìî óìîâó äëÿ
ìiíiìàëüíî¨ ìàñè, ùî ìîæå âiäêðèòè ùiëèíó
Mp
Ms
& Cg


a2
p
1=2
H
a
3=2
(8.6)
äå Cg = 2
p
10  áåçðîçìiðíèé ïàðàìåòð. Äëÿ ïàðàìåòðiâ äèñêó a=0.004 i
H/r=0.05 ìîæíà ïåðåäáà÷èòè, ùî ùiëèíà âiäêðè¹òüñÿ íà îðáiòi Þïiòåðà íàâêîëî
çîði ñîíÿ÷íî¨ ìàñè ïðè ìàñi ïëàíåòè Mp > 0:2MJ , äå MJ  ìàñà Þïiòåðà.
Öå ïåðåäáà÷åííÿ äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè òðèâèìiðíèõ ÷èñåëüíèõ
ìîäåëþâàíü.
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Êðiì âèùåíàâåäåíî¨ óìîâè â'ÿçêîñòi íåîáõiäíî äîäàòè äî ðîçãëÿäó iíøó óìîâó
âiäêðèòòÿ ùiëèíè, ïîâ'ÿçàíó ç ¨¨ ñòiéêiñòþ. Òàêà óìîâà ìà¹ âèêëþ÷àòè ùiëèíè,
â ÿêèõ âåëèêèé ãðàäi¹íò ãóñòèíè ïðèçâîäèòü äî íåñòiéêîñòi, ÿêà óíåìîæëèâëþ¹
âiäêðèòòÿ ùiëèíè. Öÿ óìîâà íàçèâà¹òüñÿ òåïëîâîþ i âèìàãà¹, ùîá ðàäióñ Õiëëà,
ÿêèé çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
RH = a
3
r
Mp
3Ms
(8.7)
áóâ áiëüøèì çà òîâùèíó äèñêó. Êðèòè÷íà ìàñà äëÿ âiäêðèâàííÿ ùiëèíè çãiäíî
öi¹¨ óìîâè çàäà¹òüñÿ âèðàçîì
Mp
Ms
& 3

H
a
3
(8.8)
Äëÿ H/r=0.05 öÿ óìîâà âèìàãà¹ áiëüøî¨ ìàñè ïëàíåòè äëÿ âiäêðèâàííÿ ùiëèíè,
íiæ ðiâíÿííÿ (8.6) äëÿ a<0.01. Íàâiòü ÿêùî îáèäâi óìîâè âèêîíóþòüñÿ i RH > H
ìîæå iñíóâàòè çàëèøêîâèé ïîòiê ãàçó ÷åðåç ùiëèíó i íà ïëàíåòó.
Øâèäêiñòü ìiãðàöi¨ ïëàíåòè â ùiëèíi ñèëüíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âèïàäêó òèïó
1. Ïëàíåòà, ùî âiäêðèâà¹ ùiëèíó â ìàñèâíîìó äèñêó, ìàñà ÿêîãî íàáàãàòî áiëüøå
ìàñè ïëàíåòè, ïîâèííà çñóâàòèñÿ äî çîði ïiä äi¹þ àêðåöiéíîãî ïîòîêó äèñêó.
Ïëàíåòà ïðîñòî ïåðåäà¹ â'ÿçêèé ìîìåíò ÷åðåç ùiëèíó âðiâíîâàæóþ÷è êóòîâèé
ìîìåíò. ×àñîâèé ìàñøòàá ìiãðàöi¨ 2 òèïó âèçíà÷à¹òüñÿ â'ÿçêiñòþ äèñêó
tvis  a
2

 a
2
cH

 a
H
2 1

p
(8.9)
i ñêëàäà¹ 105 ðîêiâ äëÿ ñèñòåìè òèïó Þïiòåð-Ñîíöå ç ïàðàìåòðàìè =0.004,
Í=0.05 i 
p = 2=12p 1. Òàêèì ÷èíîì ÷àñîâèé ìàñøòàá ìiãðàöi¨ ïîâèíåí áóòè
áiëüøå íiæ 1 òèïó. Àëå âií ìåíøå íiæ ÷àñ âè÷åðïàííÿ äèñêó  106  107
ð. Ñïðàâæíié òåìï ìiãðàöi¨ ïîâèíåí áóòè ìåíøå ùîá ïîÿñíèòè ñïîñòåðåæóâàíi
ïîçàñîíÿ÷íi ãiãàíòè çà 1 à.î.
Íà ïðàêòèöi óìîâè äëÿ ÷èñòî¨ ìiãðàöi¨ 2 òèïó ìàëîiìîâiðíî çàäîâîëüíÿþòüñÿ.
Ìàñà äèñêó ìîæå áóòè íå äóæå âåëèêîþ â ïîðiâíÿííi ç ìàñîþ ïëàíåòè i ùiëèíà
ìîæå áóòè íå ïîâíiñòþ âiëüíà âiä ðå÷îâèíè. Àëå ìîäåëþâàííÿ ïîêàçóþòü,
ùî ç òî÷íiñòþ äî êiëüêîõ ðàçiâ ÷àñ ìiãðàöi¨ âiäïîâiäà¹ ÷àñîâîìó ìàñøòàáó
â'ÿçêîñòi äèñêó. Öåé ðåçóëüòàò îõîïëþ¹ øèðîêèé äiàïàçîí ïàðàìåòðiâ i ïîêàçó¹
ùî ïðèïëèâíå î÷èùåííÿ ñóòò¹âå i ìàñà äèñêó ïðèíàéìíi ïîðiâíÿíà ç ìàñîþ
ïëàíåòè.
Âèçíà÷èìî øâèäêiñòü ìiãðàöi¨ II òèïó, âiäìiòèâøè, ùî ðîçïîäië ïðèïëèâíèõ
ìîìåíòiâ íà îäèíèöþ ìàñè äèñêó âñå ùå íàáëèæåíî çàñòîñîâíèé, íàâiòü ÿêùî
äèñê ìà¹ ãëèáîêó ùiëèíó, ÿêà íå ïîâíiñòþ ÷èñòà âiä ðå÷îâèíè. Ãóñòèíà äèñêó â
îáëàñòi ùiëèíè äîçâîëÿ¹ òåìïó ìiãðàöi¨ áóòè ïîðiâíÿíèì ç åâîëþöi¹þ ñèñòåìè
äèñê-ïëàíåòà.
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Â ìîäåëi ìiãðàöi¨ II òèïó â íóëüîâèé ìîìåíò ÷àñó ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîâíiñòþ
ñôîðìîâàíà ãàçîâà ãiãàíòñüêà ïëàíåòà çàäàíî¨ ìàñè íà çàäàíié ãåëiîöåíòðè÷íié
âiäñòàíi. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî íàâêîëîçîðÿíèé äèñê ìà¹ ãëàäêi ñòåïåíåâi ðîçïîäiëè
ãóñòèíè i òåìïåðàòóðè i ¹ îñåñèìåòðè÷íèì. Ïëàíåòè ìàñè Þïiòåðà ìîæóòü
âèìàãàòè áiëüøiñòü ÷àñó æèòòÿ äèñêó íà àêðåöiþ (1-10 ìëí. ð.). Îäíàê öÿ
ìîæëèâiñòü âêëþ÷à¹òüñÿ â ìîäåëü, äîçâîëÿþ÷è äåÿêèì äèñêàì ðîçñiÿòèñÿ çà ÷àñ
ìiãðàöi¨ ïëàíåòè; òàêèì ÷èíîì åôåêòèâíèé ÷àñ æèòòÿ äèñêó ââàæà¹òüñÿ ðiâíèì
ðiçíèöi äiéñíîãî ÷àñó æèòòÿ äèñêó i ÷àñó ôîðìóâàííÿ ïëàíåòè. Öÿ âåëè÷èíà
ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ãðàíè÷íå îáìåæåííÿ ÷àñó.
Êîëè ïëàíåòà, ùî àêðåòó¹, ìà¹ äîñòàòíþ ìàñó, âîíà áóäå ôîðìóâàòè
ùiëèíó â äèñêó. Ôîðìóâàííÿ ùiëèíè ïåðåðèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì àêðåöi¨. Â óñiõ
öiêàâèõ âèïàäêàõ öüîãî äîñëiäæåííÿ ùiëèíà ôîðìó¹òüñÿ øâèäêî. Òàêèì ÷èíîì,
ïî÷àòîê ðîçãëÿäó ç ïîâíiñòþ ñôîðìîâàíîþ ãiãàíòñüêîþ ïëàíåòîþ â äèñêó
ç ïî÷àòêîâèì ãëàäêèì ðîçïîäiëîì ãóñòèíè ¹ àäåêâàòíèì i ïðèéíÿòíèì. Â
ìîäåëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ îäíîâèìiðíèé (ðàäiàëüíèé) ðóõ ìàñèâíèõ ïëàíåò. Îðáiòè
ââàæàþòüñÿ êåïëåðiâñüêèìè i êîëîâèìè óâåñü ÷àñ.
Ïðîòîïëàíåòíèé äèñê ââàæà¹òüñÿ òîíêèì i îñåñèìåòðè÷íèì, ç ðàäiàëüíèìè
ðîçïîäiëàìè òåìïåðàòóðè i ïîâåðõíåâî¨ ãóñòèíè, ùî çàäàþòüñÿ ñòåïåíåâèìè
çàêîíàìè ç ïîêàçíèêàìè -1/2 i -3/2 âiäïîâiäíî. Õàðàêòåðíi ôiçè÷íi ïàðàìåòðè
íàâêîëîçîðÿíîãî äèñêó íàñòóïíi: ïaðàìåòð â'ÿçêîñòi  = 
=c2s = 0:005, ìàñà
äèñêó 0.011 ìàñè Ñîíöÿ, ìàñøòàá âèñîòè ðiâíèé 0.05 à.î. íà 5.2 à.î. Åôåêòèâíèé
÷àñ æèòòÿ äèñêó ñêëàäà¹ 10 ìëí. ð. Âñi öi ôiçè÷íi ïàðàìåòðè çìiíþþòüñÿ âiä
çàäàíèõ çíà÷åíü äëÿ ìîäåëåé äèñêiâ ç ðiçíèìè âëàñòèâîñòÿìè.
Ìàñèâíà ïëàíåòà â íàâêîëîçîðÿíîìó äèñêó çàçíà¹ ïðèïëèâíîãî âïëèâó, ùî ¹
ðåçóëüòàòîì ïåðåíîñó êóòîâîãî ìîìåíòó ìiæ äèñêîì i ïëàíåòîþ. Ðóõ ïëàíåòè
â äèñêó ïîðîäæó¹ õâèëi ãóñòèíè i íàçîâíi i âñåðåäèíó âiä ïëàíåòè. Öi õâèëi
ñòâîðþþòü ùiëèíó â äèñêó, òàê ùî ïëàíåòà î÷èùó¹ ñâîþ îðáiòó âiä ðå÷îâèíè.
Ðîçìið ùiëèíè çàëåæèòü âiä ìàñè ïëàíåòè i îáåðíåíî ïðîïîðöiéíèé â'ÿçêîñòi
äèñêó. Ïðèïëèâíà ñèëà çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi ðå÷îâèíè äèñêó íàÿâíî¨ ïîáëèçó
ïëàíåòè i, îòæå, âiä ðîçìiðó ùiëèíè. Ïðèïëèâíà äiÿ íà ïëàíåòó îáóìîâëåíà
ãðàâiòàöiéíîþ âçà¹ìîäi¹þ ìiæ ïëàíåòîþ i õâèëÿìè ãóñòèíè, ùî âiäïîâiäàþòü
ëiíäáëàäiâñüêîìó ðåçîíàíñó â äèñêó (òîáòî îðáiòàëüíèé ïåðiîä êðàòíèé ïåðiîäó
çáóðþþ÷î¨ ñèëè). Â çàäà÷i çàñòîñîâó¹òüñÿ ñïðîùåíå iìïóëüñíå íàáëèæåííÿ,
â ÿêîìó ðîçñiÿííÿ õâèëü ãóñòèíè ââàæà¹òüñÿ ëîêàëüíèì i êóòîâèé ìîìåíò
çáåðiãà¹òüñÿ ïîáëèçó ïëàíåòè çàâäÿêè äèñèïàòèâíèì óòâîðåííÿì, òàêèì ÿê
óäàðíi õâèëi. Íàáëèæåííÿ ëîêàëüíîãî ðîçñiÿííÿ ïðèéíÿòíå, îñêiëüêè íàéáëèæ÷à
äî ïëàíåòè ÷àñòèíà äèñêó çàâäà¹ ïëàíåòi íàéáiëüøîãî ïðèïëèâíîãî âïëèâó.
Òî÷íiñòü i ïðàâîìiðíiñòü öüîãî íàáëèæåííÿ îáãîâîðþ¹òüñÿ â êiíöi öüîãî ðîçäiëó.
Ðàäiàëüíèé ðóõ ïëàíåòè â íàâêîëîçîðÿíîìó äèñêó, îáóìîâëåíèé âçà¹ìîäi¹þ ç
äèñêîì, îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì
da
dt
=  

a
GMF
1=2
4
Mp
w Rout
Rin
R(R)(R)dR (8.10)
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äå R ¹ ðàäiàëüíîþ êîîðäèíàòîþ, ïðè÷îìó Rin i Rout ¹ âíóòðiøíüîþ i çîâíiøíüîþ
ãðàíèöÿìè äèñêó âiäïîâiäíî i  ¹ òåìïîì ââåäåííÿ êóòîâîãî ìîìåíòó íà îäèíèöþ
ìàñè â äèñê ÷åðåç âçà¹ìîäiþ äèñêó i ïëàíåòè. Çàçíà÷èìî, ùî ðàäiàëüíèé ðóõ
ïëàíåòè îáåðíåíî ïðîïîðöiéíèé äî ìàñè ïëàíåòè, òàê ùî áiëüø ìàñèâíi ïëàíåòè
ðóõàþòüñÿ ïîâiëüíiøå. Øâèäêiñòü îòðèìàííÿ êóòîâîãî ìîìåíòó â iìïóëüñíîìó
íàáëèæåííi ç ëîêàëüíîþ äèñèïàöi¹þ çàäà¹òüñÿ âèðàçîì
(R) = sign(R  a)fq
2GMF
2R

R
jpj
4
(8.11)
äå f ¹ êîíñòàíòîþ, ùî áëèçüêà äî îäèíèöi, q ¹ âiäíîøåííÿì ìàñè ïëàíåòè äî çîði
i p ¹ áiëüøèì çíà÷åííÿì ç jR   aj àáî H, äå Í ¹ ìàñøòàáîì âèñîòè äèñêó. Ìè
âèêîðèñòàëè äëÿ  â ðiâíÿííi (8.10) ïîâíiñòþ áåççàïåðå÷åíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
íåïåðåðâíîñòi äëÿ äèñêó, ùî çàïèñó¹òüñÿ ÿê
@
@t
=
1
R
@
@R

3R1=2
@
@R
(R1=2)  2R
3=2
(GMF)1=2

(8.12)
Ìè âçÿëè ãóñòèíó ðiâíîþ íóëþ ó âíóòðiøíié ÷àñòèíi äèñêó, ùîá ïðåäñòàâèòè
ïàäiííÿ ðå÷îâèíè ç âíóòðiøíüî¨ ãðàíèöi äèñêó íà çîðþ. Òàê ìè ìîæåìî çíàéòè
(R) i (R) i ïiñëÿ öüîãî îá÷èñëèòè iíòåãðàë â ðiâíÿííi (8.10) ùîá çíàéòè
ðàäiàëüíèé ðóõ ïëàíåòè.
Ùiëèíà, ùî ôîðìó¹òüñÿ ïëàíåòîþ ó äèñêó, ìà¹ âèðiøàëüíå çíà÷åííÿ ó
âèçíà÷åííi ïîâåäiíêè ñèñòåìè. ¨ øèðèíà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê îáëàñòü, ó ÿêié
ïîâåðõíåâà ãóñòèíà ìåíøå ïîëîâèíè ãóñòèíè, ÿêà áóëà á òàì ÿêáè ó äèñêó íå
áóëî ïëàíåòè. Iìïóëüñíå íàáëèæåííÿ ëîêàëüíî¨ äèñèïàöi¨, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
â äàíié ìîäåëi, áëèçüêî âiäòâîðþ¹ ôîðìóâàííÿ ùiëèíè çíàéäåíå çà ñêëàäíiøîþ
ñõåìîþ ó íàáëèæåííi Âåíòöåëÿ-Êðàìåðñà-Áðiëëþåíà, îòæå íàøå ñïðîùóþ÷å
ïðèïóùåííÿ ïðèéíÿòíå. Õàðàêòåðíèé ÷àñ åâîëþöi¨ ñèñòåìè, íà ÿêîìó çðó÷íî
ïîðiâíþâàòè ðiçíi ìîäåëi ïëàíåòíî¨ ìiãðàöi¨, ñêëàäà¹ 10000 ðîêiâ. Öå ÷àñ ïiñëÿ
òîãî, ÿê ùiëèíà ïîâíiñòþ ñôîðìóâàëàñÿ, àëå ïåðåä òèì, ÿê ïëàíåòà ïî÷àëà çíà÷íî
ìiãðóâàòè çi ñâîãî ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ. Äèñê ïðîäîâæó¹ åâîëþöiîíóâàòè
ïiñëÿ öüîãî ìîìåíòó, òàê ùî ðàçîì ç ðóõîì ïëàíåòè âñåðåäèíó ùiëèíà, ùî
íåþ ñòâîðþ¹òüñÿ, òàêîæ ðóõà¹òüñÿ âñåðåäèíó. Çàçíà÷èìî, ùî áiëüøà â'ÿçêiñòü
ïðèçâîäèòü äî ìåíøî¨ ùiëèíè à îòæå i äî øâèäøî¨ ìiãðàöi¨ âñåðåäèíó; áiëüøié
ìàñi äèñêó òàêîæ âiäïîâiäà¹ ìåíøà ùiëèíà i, âiäïîâiäíî, øâèäøà ìiãðàöiÿ.
Ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî íàâêîëîçîðÿíèé äèñê ðîçñiþ¹òüñÿ çà 10 ìëí. ð,
âèáðàíå íà îñíîâi ðåçóëüòàòiâ ñïîñòåðåæåíü. Â äàíié ìîäåëi íå ïðîâîäèòüñÿ
òî÷íå ìîäåëþâàííÿ ôiçèêè äèñèïàöi¨ äèñêó. Çàìiñòü öüîãî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî ÿê ëîêàëüíèé ôåíîìåí äèñê çíèêà¹ â îêîëèöÿõ ïëàíåòè
çà öåé ÷àñ. Ïðè ðîçãëÿäi ïîâåäiíêè ïëàíåòè âàæëèâà ëèøå ëîêàëüíà ÷àñòèíà
äèñêó i ïðîöåñè î÷èùåííÿ äèñêó äåiíäå íå âïëèâàþòü íà ïîâåäiíêó ïëàíåòè.
Êîëè ïëàíåòà íàáëèæà¹òüñÿ äî öåíòðàëüíî¨ çîði, ïðèïëèâíà äåôîðìàöiÿ
çîði, ùî âèêëèêà¹òüñÿ ïëàíåòîþ, ïî÷èíà¹ ñóòò¹âî âïëèâàòè íà ðàäiàëüíèé
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ðóõ ïëàíåòè. Îñêiëüêè çîði âòðà÷àþòü ðå÷îâèíó, ïðèïëèâíi âèñòóïè çîði íå
îði¹íòîâàíi âçäîâæ ëiíi¨, ùî ç'¹äíó¹ öåíòðè ìàñ çîði i ïëàíåòè. Ó áiëüøîñòi
âèïàäêiâ çìîäåëüîâàíi íàìè ïëàíåòè íå ìiãðóþòü áëèæ÷å, íiæ òî÷êà êîðîòàöi¨
ç çîðåþ, ùî øâèäêî îáåðòà¹òüñÿ; òîìó â óñiõ âèïàäêàõ ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî
çîðÿ îáåðòà¹òüñÿ øâèäøå îðáiòàëüíîãî ðóõó ïëàíåòè, òàê ùî ïðèïëèâíi ãîðáè
âèïåðåäæóþòü âiñü öåíòðiâ ìàñ. Ïðèïëèâíà äiÿ ïëàíåòè â öüîìó âèïàäêó ¹
îáåðíåíîþ i ïëàíåòà âïîâiëüíþ¹ òåìï îáåðòàííÿ çîði, ÿê ó âèïàäêó ñèñòåìè
Çåìëÿ-Ìiñÿöü. Îñêiëüêè åíåðãiÿ ðîçñiþ¹òüñÿ çîðåþ i çîðÿ âïîâiëþíþ¹òüñÿ,
ïëàíåòà ìà¹ âiääàëÿòèñÿ çàðàäè çáåðåæåííÿ êóòîâîãî ìîìåíòó. Òàê ìîæíà
ïîÿñíèòè ñïîñòåðåæåííÿ âåëèêî¨ êiëüêîñòi åêçîïëàíåò-ãiãàíòiâ ç ðàäióñàìè îðáiò
0.05-0.15 à.î.
Ðàäiàëüíèé ðóõ ïëàíåòè âiäïîâiäíî äî ïðèïëèâíî¨ âçà¹ìîäi¨ ç îáåðòàííÿì çîði
çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
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äå RF - ðàäióñ çîði i QF - ïàðàìåòð ïðèïëèâíîãî ðóéíóâàííÿ çîði. ×èñåëüíèé
êîåôiöi¹íò âçÿòè ç âèðàçó äëÿ òië îäíîðiäíî¨ ãóñòèíè, îäíàê âiäõèëåííÿ âiä
íüîãî ïîðiâíÿíi ç íåâèçíà÷åíîñòÿìè (äèâ. íèæ÷å). Âðàõîâóþ÷è ïàäiííÿ ðå÷îâèíè
íà çîðþ i âèâiëüíåííÿ åíåðãi¨ ÷åðåç ãðàâiòàöiéíå ñòèñíåííÿ, çîðÿíèé ðàäióñ
çìåíøó¹òüñÿ ïðîòÿãîì 10 ìëí. ð.
Ïàðàìåòð ðîçñiÿííÿ îïèñó¹ íàñêiëüêè åôåêòèâíî åíåðãiÿ îáåðòàííÿ
ðîçñiþ¹òüñÿ âíàñëiäîê òåðòÿ â ñèñòåìi. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî çíà÷åííÿ 1:5  105 i
äiàïàçîí 1:5  104   1:5  106 äëÿ çiðîê äî ãîëîâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ,
Þïiòåð ìà¹ QF â äiàïàçîíi 104  105 i çîðÿ ãîëîâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìà¹ QF = 106.
Äëÿ ìåíøèõ çíà÷åíü çîðÿ ðîçñiþ¹ åíåðãiþ ìåíø åôåêòèâíî i çîâíiøíié
ïðèïëèâíèé âïëèâ íà ïëàíåòó áiëüøèé, íiæ äëÿ áiëüøèõ.
Ìè âçÿëè õàðàêòåðíèé ÷àñ óïîâiëüíåííÿ îáåðòàííÿ çîði 100 ìëí. ð. îñêiëüêè
çà òàêèé ÷àñ øâèäêiñòü îáåðòàííÿ çìåíøó¹òüñÿ ïðèáëèçíî íà ïîðÿäîê âiä
ïî÷àòêîâîãî ñòàíó ç øâèäêèì îáåðòàííÿì. Âïëèâ ðiçíîãî ÷àñó âïîâiëüíåííÿ
îáåðòàííÿ âiä 10 äî 100 ìëí. ð. íà ðåçóëüòàòè ìîäåëi ¹ ìàëèì. Ïðèïëèâíèé åôåêò
ïiñëÿ 100 ìëí. ð. ¹ ìàëèì ÷åðåç ïiäâèùåíå çíà÷åííÿ çîði i âïîâiëüíåíå îáåðòàííÿ.
Â äiéñíîñòi âñi ñèñòåìè ç òiñíèìè êîìïîíåíòàìè (çà âèêëþ÷åííÿì ïðèïëèâíî
çâ'ÿçàííî¨ ñèñòåìè òàó Âîëîïàñà) äîñi äèíàìi÷íî åâîëþöiîíóþòü ÷åðåç âçà¹ìíó
ïðèïëèâíó äiþ òië, àëå ÷àñ ïàäiííÿ íà çîðþ, íàïðèêëàä, äëÿ ïëàíåòè 51 Ïåãàñà
b, ïåðåâèùó¹ òðèëüéîí ðîêiâ, òîáòî íàáàãàòî áiëüøå ÷àñó æèòòÿ çîði íà ãîëîâíi
ïîñëiäîâíîñòi. Òîìó ìè íå âêëþ÷à¹ìî â íàøó ìîäåëü òàêó ïiçíþ åâîëþöiþ îðáiòè.
×åðåç ïðèïëèâíó äiþ çîði ïëàíåòà äåôîðìó¹òüñÿ i íàãðiâà¹òüñÿ, àëå âiäïîâiäíà
åíåðãiÿ íàáàãàòî ìåíøå ñâiòíîñòi ïëàíåòè, âîíà ìîæå äîñÿãàòè 1019 Âò.
Ìiãðàöiÿ ¹ óíiâåðñàëüíèì ìåõàíiçìîì äëÿ ïîÿñíåííÿ åêçîïëàíåòíèõ ñèñòåì,
àëå âîíà íå ïðèçâåëà äî ïîÿâè ãàðÿ÷èõ Þïiòåðiâ ó Ñîíÿ÷íié ñèñòåìi. Ó 2009
ð. íà Îáñåðâàòîði¨ Ëàçóðíîãî Áåðåãó (Íiööà, Ôðàíöiÿ) áóëà ðîçðîáëåíà ìîäåëü
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ôîðìóâàííÿ ïëàíåò Ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè, ùî âêëþ÷à¹ ïðîöåñè ìiãðàöi¨.
8.4. Ìiãðàöiÿ III òèïó.
Ïðè ðóñi ïëàíåòè â íàâêîëîçîðÿíîìó ãàçîâîìó äèñêó íàâêîëî íå¨ iñíó¹
îáëàñòü ïðîñòîðó, â ÿêié ãðàâiòàöiÿ ïëàíåòè ïåðåâàæà¹ ãðàâiòàöiþ çîði i ìîæëèâi
åëiïòè÷íi îðáiòè íàâêîëî ïëàíåòè. Â ïðîåêöi¨ íà ïëîùèíó äèñêó ãðàíèöÿ öi¹¨
îáëàñòi ìà¹ ôîðìó ïîäâiéíî¨ ïiäêîâè ç äâîìà U-ïîäiáíèìè òî÷êàìè íåñòiéêîñòi
íà îðáiòi ïåðåä i ïîçà ïëàíåòîþ. ×åðåç öi òî÷êè ðå÷îâèíà äèñêó ïåðåòiêà¹ íà
ïëàíåòó i çìiíþ¹ ¨¨ îðáiòàëüíèé ìîìåíò. Ìiãðàöiÿ ïëàíåòè îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
2Ba _aMe = 2Ba _am+ T (8.14)
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Me  åôåêòèâíà ìàñà ïëàíåòè, ùî äîðiâíþ¹ ñóìi ìàñè ïëàíåòè i
íàâêîëîïëàíåòíîãî äèñêó, m  äåôiöèò ìàñè íà îðáiòi. Âií ïðåäñòàâëÿ¹
ðiçíèöþ ìàñè ïiäêîâîïîäiáíî¨ îáëàñòi ÿêó á âîíà ìàëà ïðè îäíîðiäíîìó
ðîçïîäiëi ïîâåðõíåâî¨ ãóñòèíè ðiâíîìó ïîâåðõíåâié ãóñòèíi ïîòîêó ùî ïåðåòèíà¹
ñåïàðàòðèñó (ãðàíèöþ ïiäêîâîïîäiáíî¨ îáëàñòi) i äiéñíî¨ ìàñè ïiäêîâîïîäiáíî¨
îáëàñòi.
Òåìï ìiãðàöi¨ ïëàíåòè, ùî ÷àñòêîâî âiäêðèâà¹ ùiëèíó, çãiäíî ðiâíÿííÿ (8.14)
ìîæå áóòè îïèñàíèé ÿê öèêë ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì. Íà âõîäi öèêëó çíàõîäèòüñÿ
äèôåðåíöiàëüíèé ìîìåíò Ëiíäáëàäà Ò, à íà âèõîäi òåìï ìiãðàöi¨. ßêùî m <
Ìe, öèêë çàëèøà¹òüñÿ ñòàáiëüíèì. Òåìï äðåéôó â öüîìó âèïàäêó íå ñõîæèé íi
íà ìiãðàöiþ I íi II òèïó. Öå ñêîðiøå òåìï I òèïó, ïðèñêîðåíèé êîîðáiòàëüíèìè
åôåêòàìè. Äëÿ öüîãî ðåæèìó ìiãðàöi¨ íåìà¹ ñïåöiàëüíî¨ íàçâè. ßêùî m > Ìe,
öèêë ñòà¹ íåñòiéêèì i ìiãðàöiÿ ïåðåõîäèòü äî ðåæèìó ç ðîçáiãàííÿì, ÿêå ìîæå
áóòè i íàçîâíi i âñåðåäèíó. Òåìï äðåéôó ÿê ôóíêöiÿ ìàñè äèñêó ïåðåõîäèòü ó
áiôóðêàöiþ i öåé ðåæèì íàçèâà¹òüñÿ ìiãðàöi¹þ III òèïó ç óòiêàííÿì.
Âòiêàþ÷à ìiãðàöiÿ ãðóíòó¹òüñÿ íà çäàòíîñòi ïëàíåòè äîïîâíèòè íåñòà÷ó
ìàñè íà îðáiòi, îáóìîâëåíó óòâîðåííÿì ùiëèíè. Âîíà íå çàñòîñîâó¹òüñÿ äî
ìàëîìàñèâíèõ ïëàíåò, ó ÿêèõ m < Ìe. Âîíà íå çàñòîñîâó¹òüñÿ òàêîæ äî
ìàñèâíèõ ïëàíåò, ÿêi âiäêðèâàþòü øèðîêó i ãëèáîêó ùiëèíó, òàê ùî ïîâåðõíåâà
ãóñòèíà ïîòîêó, ùî ïåðåòèíà¹ ñåïàðàòðèñó, çàíàäòî ìàëà äëÿ ñòâîðåííÿ çíà÷íîãî
äåôiöèòó ìàñè. Âîíà ñêîðiøå ïîâ'ÿçàíà ç ïëàíåòàìè ïðîìiæíî¨ ìàñè, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü êðèòåðiþ âiäêðèâàííÿ ùiëèíè â ìàñèâíèõ äèñêàõ:
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äå h âèðàæà¹òüñÿ ç âèðàçó äëÿ êiíåìàòè÷íî¨ â'ÿçêîñòi:  = h2a2
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áiëüøå ìàñà äèñêó, òèì áiëüøå ãóñòèíà ïîòîêó, ùî ïåðåòèíà¹ îðáiòó. Ïîÿâà
âòiêàþ÷î¨ ìiãðàöi¨ ÷óòëèâà äî âåëè÷èí, îñêiëüêè âîíè âïëèâàþòü íà çäàòíiñòü
ïëàíåòè âiäêðèòè ùiëèíó. Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî êðèòåðié âòiêàþ÷î¨ ìiãðàöi¨
âðàõîâó¹ åôåêòèâíó ìàñó ïëàíåòè, ñóìó ìàñè ïëàíåòè i ìàñè íàâêîëîïëàíåòíîãî
äèñêó. Ïîÿâà âòiêàþ÷î¨ ìiãðàöi¨, òàêèì ÷èíîì, ÷óòëèâà äî ðîçïîäiëó ìàñè
âñåðåäèíi íàâêîëîïëàíåòíîãî äèñêó, ÿêèé ìîæå ñóòò¹âî çàëåæàòè âiä ïðèïóùåíü
ó ôiçè÷íîìó ìîäåëþâàííi, à ñàìå ÷è áåðåòüñÿ äî óâàãè àêðåöiÿ ãàçó íà ïëàíåòó,
÷è âêëþ÷à¹òüñÿ ñàìîãðàâiòàöiÿ, ÷è âðàõîâó¹òüñÿ òåðìîäèíàìiêà ãàçó. Âîíà ìîæå
òàêîæ çàëåæàòè âiä åôåêòiâ ðîçäiëüíîñòi ñiòêè ó ÷èñåëüíèõ ìîäåëþâàííÿõ.
Ïðîñòà ìîäåëü, ùî âèêëàäåíà âèùå, äîïîìàãà¹ çðîçóìiòè óìîâó, ïðè ÿêié
ìiãðàöiÿ ïåðåõîäèòü äî âòiêàþ÷îãî ðåæèìó. Îäíàê, îñêiëüêè âîíà ïåðåäáà÷à¹
ïëàâíó ìiãðàöiþ (òîáòî ïîñòiéíå), öÿ ìîäåëü ïåðåñòà¹ áóòè êîðåêòíîþ êîëè
ìiãðàöiÿ äiéñíî ïåðåõîäèòü äî âòiêàþ÷îãî ðåæèìó, â ÿêîìó øâèäêiñòü ìiãðàöi¨
çðîñòà¹ åêñïîíåíöiéíî çà ÷àñ, ïîðiâíÿíèé ç ïåðiîäîì ëiáðàöi¨ â ïiäêîâîïîäiáíié
îáëàñòi. Ïîêè âiäñòàíü ìiæ îðáiòàìè, íà ÿêó ïëàíåòà ìiãðó¹ çà ïåðiîä ëiáðàöi¨
çàëèøà¹òüñÿ ìåíøå ðàäiàëüíî¨ øèðèíè ïiäêîâîïîäiáíî¨ îáëàñòi íàâêîëî ïëàíåòè,
Ò çàëèøà¹òüñÿ ïðèáëèçíî ïðîïîðöiéíî da/dt (ðåæèì ïîâiëüíîãî âòiêàííÿ). Ïðè
áiëüøèõ øâèäêîñòÿõ ìiãðàöi¨ (ðåæèì øâèäêîãî âòiêàííÿ), T äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó
i ïîâiëüíî ñïàäà¹ ç çðîñòàííÿì à. Òî÷íà çàëåæíiñòü T âiä à â öüîìó ðåæèìi
øâèäêîãî âòiêàííÿ âíóòðiøíüî ïîâ'ÿçàíà ç îðáiòàëüíèì äåôiöèòîì ìàñè, à îòæå
ç iñòîði¹þ ìiãðàöi¨ ïëàíåòè. Îðáiòàëüíó åâîëþöiþ ïëàíåòè, ùî çàçíàëà âòiêàþ÷î¨
ìiãðàöi¨ III òèïó, òàêèì ÷èíîì, âàæêî ïåðåäáà÷èòè. ×èñåëüíi ìîäåëþâàííÿ
ïîêàçàëè, ùî çàëåæíî âiä ðîçäiëåííÿ ãàçîâîãî ïîòîêó, ùî îòî÷ó¹ ïëàíåòó, ÷àñîâèé
ìàñøòàá âíóòðiøíüî¨ âòiêàþ÷î¨ ìiãðàöi¨ III òèïó ìîæå áóòè íå áiëüøå êiëüêîõ
ñîòåíü îðáiòàëüíèõ ïåðiîäiâ.
Çíàê T çàäà¹òüñÿ ñàìèì äðåéôîì ïëàíåòè. Âòiêàþ÷à ìiãðàöiÿ ìîæå áóòè
òàêèì ÷èíîì ñïðÿìîâàíà íàçîâíi àáî âñåðåäèíó, çàëåæíî âiä çíàêó à ïåðåä òèì,
ÿê âòå÷à ìàëà ìiñöå. Çîêðåìà, ìiãðàöiÿ ìîæå áóòè ñïðÿìîâàíà íàçîâíi, ÿêùî
íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî îáëàñòü ïîáëèçó îðáiòè ÷àñòêîâî âè÷åðïàíà, äîäàòíå
ïåðåòÿãóâàííÿ ðå÷îâèíè ó ïiäêîâîïîäiáíó îáëàñòü çàëèøà¹òüñÿ äîñòàòíüî
ñèëüíèì, ùîá ïðîòèäiÿòè âiä'¹ìíîìó ìîìåíòó Ëiíäáëàäà. Çîâíiøíÿ âòiêàþ÷à
ìiãðàöiÿ ìîæå áóòè òàêèì ÷èíîì ïðèâàáëèâèì ìåõàíiçìîì äëÿ ïîÿñíåííÿ
íåäàâíiõ âiäêðèòòiâ ìàñèâíèõ ïëàíåò íà âåëèêèõ îðáiòàëüíèõ âiäñòàíÿõ.
Ìîäåëþâàííÿ, îäíàê, ïîêàçàëè, ùî îêðiì î÷iêóâàíîãî çðîñòàííÿ ìàñè ïîòîêó, ùî
ïåðåòèíà¹ îðáiòó ïðè ðóñi ïëàíåòè íàçîâíi (äëÿ ôîíîâèõ ïðîôiëiâ ïîâåðõíåâî¨
ãóñòèíè äðiáíiøèõ çà r 2), îðáiòàëüíèé äåôiöèò ìàñè íå ìîæå çáåðiãàòèñÿ
íåîáìåæåíî. Çáiëüøåííÿ ìàñè íàâêîëîïëàíåòíîãî äèñêó i ñèëüíà äèñòîðñiÿ
ïîòîêó â íüîìó ïðè âåëèêèõ øâèäêîñòÿõ ìiãðàöi¨ ïðèçâîäÿòü äî òîãî, ùî ïëàíåòà
âòðà÷à¹ îðáiòàëüíèé äåôiöèò ìàñè i íàïðÿìîê ìiãðàöi¨ îáåðòà¹òüñÿ.
Ìiãðàöiÿ III òèïó íåäàâíî àíàëiçóâàëàñÿ äëÿ äèñêiâ íèçüêî¨ â'ÿçêîñòi.
Çàëåæíî âiä ìàñè äèñêó, êðà¨ âèêëèêàíî¨ ïëàíåòîþ ùiëèíè ìîæóòü çàçíàâàòè
äâîõ òèïiâ íåñòiéêîñòåé. Â ìàëîìàñèâíèõ äèñêàõ êðà¨ ùiëèíè íåñòiéêi äî
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âèõîðîóòâîðþþ÷èõ ìîä. Âîíè ïðèçâîäÿòü äî óòâîðåííÿ êiëüêîõ âèõîðiâ, ùî
çiñêîâçóþòü âçäîâæ êðà¨â ùiëèíè, ÿêi çëèâàþòüñÿ i óòâîðþþòü âåëèêîìàñøòàáíi
âèõîði. Ïðè ïðîõîäæåííi ïîâç ïëàíåòó öi âèõîði ìîæóòü âèñàäèòèñÿ íà íå¨ ÷åðåç
U-ïîäiáíó òî÷êó ïîâîðîòó i âèêëèêàòè âåëèêèé êîðîòàöiéíèé ìîìåíò íà ïëàíåòó,
ùî ïðèçâåäå äî ðîçñiÿííÿ ïëàíåòè íàçîâíi àáî âñåðåäèíó. ßêùî âðàõóâàòè
ñàìîãðàâiòàöiþ ðiäèíè, òiëüêè ÷àñòèíà âåëèêîìàñøòàáíèõ âèõîðiâ äîñÿãà¹ U-
ïîäiáíèõ òî÷îê, ðåøòà âèõîðiâ ïðîäîâæó¹ êîâçàòè âçäîâæ êðà¨â ùiëèíè. Öå
çàáåçïå÷ó¹ ïåðiîäè÷íèé ñòðèáêîïîäiáíèé êîðîòàöiéíèé ïðèïëèâ íà ïëàíåòó.
Çàëåæíî âiä âiäíîñíî¨ ñèëè âèõîðiâ, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç çîâíiøíþ àáî âíóòðiøíþ
U-ïîäiáíó òî÷êó, öåé ìåõàíiçì äi¹ ÿê ñòðèáêîïîäiáíèé ðåæèì ìiãðàöi¨ III òèïó.
Â ìàñèâíèõ ñàìîãðàâiòóþ÷èõ äèñêàõ (ñòiéêèõ äî ãðàâiòàöiéíî¨ íåñòiéêîñòi)
âèõîðîóòâîðþþ÷i ìîäè çàìiíÿþòüñÿ ãëîáàëüíèìè êðàéîâèìè ìîäàìè, ÿêi
ïîðîäæóþòü ñïiðàëüíi õâèëi ãóñòèíè. Ïåðiîäè÷íå âèïèíàííÿ õâèëü ãóñòèíè,
ùî ñòâîðåíi êðàéîâèìè ìîäàìè ïîáëèçó çîâíiøíüîãî êðàþ ùiëèíè, çàáåçïå÷ó¹
ïåðiîäè÷íå äæåðåëî äîäàòíîãî êîðîòàöiéíîãî ïðèïëèâó íà ïëàíåòó i ïðèçâîäèòü
äî ñòðèáêîïîäiáíîãî ðåæèìó ìiãðàöi¨ III òèïó. ×èñåëüíi ìîäåëþâàííÿ ïîêàçóþòü,
ùî êðàéîâi ìîäè ìîæóòü ïiäòðèìóâàòè çîâíiøíþ ìiãðàöiþ ïîêè ïëàíåòà íå
ïîêèíå ùiëèíó.
Êîðîòêî ïiäñóìó¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ïàðàãðàôó.
Ìiãðóþ÷i ïëàíåòè çàçíàþòü äîäàòêîâîãî êîðîòàöiéíîãî ïðèïëèâó ÷åðåç
åëåìåíòè ðiäèíè, ùî òå÷óòü ÷åðåç ïiäêîâîïîäiáíó îáëàñòü îáëàñòü i ïðîõîäÿòü
÷åðåç ãðàíè÷íi U-ïîäiáíi âóçëè. Âií ïðîïîðöiéíèé øâèäêîñòi ìiãðàöi¨ ïëàíåòè íà
ìàëèõ øâèäêîñòÿõ ìiãðàöi¨, ùî äà¹ ïîçèòèâíèé îáåðíåíèé çâ'ÿçîê íà ìiãðàöiþ.
Êîëè öèêë îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó ðîçáiãà¹òüñÿ, òèï ìiãðàöi¨ âiäîìèé ÿê ìiãðàöiÿ III
òèïó.
Ïëàíåòà i ¨¨ íàâêîëîïëàíåòíèé äèñê âiä÷óâàþòü åôåêòèâíèé êîðîòàöiéíèé
ïðèïëèâ, ùî ïðîïîðöiéíèé îðáiòàëüíîìó äåôiöèòó ìàñè, âèçíà÷åíîìó â ðiâíÿííi
(8.14). Ïîÿâà âòiêàþ÷îãî îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó (òîáòî ìiãðàöi¨ III òèïó) âiäïîâiäà¹
îðáiòàëüíîìó äåôiöèòó ìàñè, ùî ïåðåâèùó¹ ìàñó ïëàíåòè i ¨¨ íàâêîëîïëàíåòíîãî
äèñêó. Öå ñòîñó¹òüñÿ ïëàíåò, ùî ÷àñòêîâî âiäêðèâàþòü ùiëèíó âçäîâæ ñâî¹¨
îðáiòè â ìàñèâíîìó ïðîòîïëàíåòíîìó äèñêó.
Åâîëþöiÿ îðáiòè ïëàíåò, ùî çàçíàþòü ìiãðàöi¨ III òèïó ÷óòëèâà äî ÷àñîâî¨
åâîëþöi¨ ñïiâîðáiòàëüíîãî äåôiöèòó ìàñè, ùî ðîáèòü âàæêèì ¨¨ ïåðåäáà÷åííÿ.
×èñåëüíi ìîäåëþâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî âòiêàþ÷à ìiãðàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ íà äóæå
êîðîòêèõ ÷àñîâèõ ìàñøòàáàõ, òèïîâî âiä 100 äî 1000 îðáiòàëüíèõ ïåðiîäiâ
ïëàíåòè.
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9Íåëiíiéíi çîðÿíi ïóëüñàöi¨
9.1. Çìiííi çîði
Ó çìiííèõ çîðÿõ ñïîñòåðiãàþòü ïðàêòè÷íî óñi ÿêiñíi åôåêòè, ïðèòàìàííi
äëÿ íåëiíiéíèõ ïðîöåñiâ: âiä ñòàöiîíàðíî¨ ïîâåäiíêè äî ïåðiîäè÷íèõ çìií
òà õàîñó. Ñó÷àñíi òåîðåòè÷íi ìîäåëi ïóëüñóþ÷èõ çið ìîæóòü ìàòè îçíàêè
áiôóðêàöié ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó òà âèíèêíåííÿ äèâíèõ àòðàêòîðiâ. Çìiííi çîði
äóæå ðiçíîìàíiòíi çà ñïîñòåðåæóâàíèìè ïðîÿâàìè çìiííîñòi i ñâî¹þ ôiçè÷íîþ
ïðèðîäîþ. Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî äåÿêi ç íèõ.
Ïðèíöèïè ñó÷àñíî¨ ñèñòåìàòèêè çìiííèõ çið áóëè çàêëàäåíi íiìåöüêèì
àñòðîíîìîì Ôðiäðiõîì Àðãåëàíäåðîì, ÿêèé ó 1844 ðîöi ñêëàâ ïåðøèé êàòàëîã
ç 18 âiäîìèõ íà òîé ÷àñ çìiííèõ çið. Çãiäíî ñèñòåìè Àðãåëàíäåðà, çìiííi çîði
ïîçíà÷àþòüñÿ îêðåìî ó êîæíîìó ñóçið'¨ ó ïîðÿäêó âiäêðèòòÿ. Ïåðøi 9 çið
ïîçíà÷àþòü îäíi¹þ ëàòèíñüêîþ ëiòåðîþ âiä R äî Z, íàñòóïíi 45 çið - äâîìà
ëiòåðàìè âiä RR äî ZZ. Ëiòåðè ðîçòàøîâàíi ó àëôàâiòíîìó ïîðÿäêó. Íàñòóïíi 280
çið ïîçíà÷àþòüñÿ äâîìà ëiòåðàìè âiä AA äî QZ, ëiòåðà J íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ.
Íàñòóïíi äîði ïîçíà÷àþòüñÿ ëiòåðîþ V ç íîìåðîì, ïî÷èíàþ÷è ç V335, íàïðèêëàä
V5665 Ñòðiëüöÿ. Âèäàííÿ 2013 ðîêó Çàãàëüíîãî Êàòàëîãó Çìiííèõ Çið (Ñàìóñü
Ì.Ì. òà ií., ÃÀIØ ÌÃÓ) ìiñòèòü 47969 çìiííèõ çið.
Çà ôiçè÷íîþ ïðèðîäîþ çìiííi çîði ìîæíà ïîäiëèòè íà çàòåìíþâàíi, åðóïòèâíi
i ïóëüñóþ÷i. Çàçíà÷èìî, ùî ¹ îá'¹êòè, ùî ìàþòü îçíàêè äåêiëüêîõ òèïiâ.
Çàòåìíþâàíi çîði ¹ ïîäâiéíèìè àáî êðàòíèìè, êîëè ïëîùèíà îðáiòè äâîõ çiðîê
ìà¹ ìàëèé íàõèë äî ïðîìåíÿ çîðó. Òîìó ó òàêèõ ñèñòåìàõ ñïîñòåðiãàþòü
ïåðiîäè÷íi ïîíèæåííÿ áëèñêó - çàòåìíåííÿ. Íà îêðåìi çîáðàæåííÿ êîìïîíåíòè
çàòåìíþâàíî¨ çîði íå ðîçäiëÿþòüñÿ. Òiñíi çàòåìíþâàíi ñèñòåìè, ùî ñêëàäàþòüñÿ
ç äâîõ çið ç áëèçüêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè íàçèâàþòüñÿ ñèñòåìàìè òèïó W
Âåëèêî¨ Âåäìåäèöi. Â íèõ çàòåìíåííÿ îäíi¹¨ çîði iíøîþ âiäáóâàþòüñÿ ïðàêòè÷íî
áåçïåðåðâíî. Ó ñèñòåìàõ òèïó  Ïåðñåÿ, íàòîìiñòü, êîìïîíåíòè ìàþòü ðiçíi
ñïåêòðàëüíi êëàñè, ñâiòíîñòi i ðîçìiðè. Öi ñèñòåìè ïîäiëÿþòüñÿ íà íàñòóïíi
ïiäòèïè.
1. Ñèñòåìè òèïó  Ëiðè. Òiñíi ñèñòåìè ç íåïåðåðâíèìè çàòåìíåííÿìè.
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Ó íàñòóïíèõ ñèñòåìàõ ìiæ çàòåìíåííÿìè íà êðèâié áëèñêó ñïîñòåðiãà¹òüñÿ
`ïîëè÷êà`, ùî âiäïîâiäà¹ ìàêñèìàëüíié ñóìàðíié ÿñêðàâîñòi äâîõ çiðîê.
2. Àëãîëi. Êîìïîíåíòè ìàþòü ðiçíó ñâiòíiñòü, âíàñëiäîê ÷îãî âòîãðèííèé
ìiíiìóì íà êðèâié áëèñêó íàáàãàòî ìåíø ãëèáîêèé çà îñíîâíèé. (Îñíîâíèì
ìiíiìóìîì íàçèâà¹òüñÿ çàòåìíåííÿ áiëüø ÿñêðàâî¨ êîìïîíåíòè ìåíø ÿñêðàâîþ)
3. Ñèñòåìè òèïó RX Ãåðêóëåñà. Îñíîâíèé i âòîðèííèé ìiíiìóìè îäíàêîâî¨
ãëèáèíè.
4. IÌ Êàññiîïå¨ - ñèñòåìè ç åëiïòè÷íîþ îðáiòîþ. Âòîðèííèé ìiíiìóì
íå âiäïîâiäà¹ ñåðåäèíi iíòåðâàëó ÷àñó ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè îñíîâíèìè
ìiíiìóìàìè.
5. Ñèñòåìè òèïó AR ßùiðêè îði¹íòîâàíi òàêèì ÷èíîì, ùî âiäáóâà¹òüñÿ
ïðîõîäæåííÿ ìåíøî¨ çîði ïî äèñêó (àáî ïîçà äèñêîì) áiëüøî¨. ×åðåç öå íà êðèâié
áëèñêó ïîëè÷êà ñïîñòåðiãà¹òüñÿ òàêîæ i â ìiíiìóìàõ.
Åðóïòèâíi çîði çìiíþþòü ñâié áëèñê íåðåãóëÿðíî i ¨õ çìiííiñòü ÿêèõ íå ìîæå
áóòè ïîÿñíåíà çàòåìíåííÿìè êîìïàíüîíîì ó ïîäâiéíié ñèñòåìi àáî ïåðiîäè÷íèìè
ïóëüñàöiÿìè, âiäíîñÿòüñÿ äî åðóïòèâíèõ. Òóò ïðè÷èíà çìiííîñòi ÿê ïðàâèëî,
áiëüø ñêëàäíà ó ïîðiâíÿííÿì iç çàòåìíþâàëüíèìè ñèñòåìàìè. Çìiíè áëèñêó
åðóïòèâíèõ çið ïîâ'ÿçóþòü ç âèáóõîâèìè ïðîöåñàìè, ùî âiäáóâàþòüñÿ íà çîðÿõ
÷è â ¨õíié îêîëèöi, àáî æ iç âèáóõàìè ñàìèõ çið. Íàïðèêëàä, ñþäè âiäíîñÿòü
êàòàêëiçìi÷íi (âèáóõîâi òà íîâîïîäiáíi) çìiííi çîði, äëÿ ÿêèõ òèïîâèìè ¹
òåðìîÿäåðíi âèáóõè, ùî âiäáóâàþòüñÿ àáî â ¨õíiõ ïîâåðõíåâèõ øàðàõ, àáî
óñåðåäèíi öèõ çið. Áiëüøiñòü âèáóõîâèõ òà íîâîïîäiáíèõ çið âõîäÿòü äî ïîäâiéíèõ
ñèñòåì, i íà ïðîöåñè â öèõ çîðÿõ ñóòò¹âî âïëèâàþòü ¨õ êîìïàíüîíè.
Åðóïòèâíi çîði ìîæóòü áóòè ïîäiëåíi íà íàñòóïíi ïiäòèïè:
1. Åðóïòèâíi çîði ó òiñíèõ ïîäâiéíèõ ñèñòåìàõ. Áiëüøiñòü ç íèõ ìàþòü ó
ñêëàäi áiëèé êàðëèê. Öå êëàñè÷íi Íîâi, ïîâòîðíi Íîâi, êàðëèêîâi Íîâi òèïó U
Áëèçíþêiâ, ïîëÿðè (àáî ñèñòåìè òèïó ÀÌ Ãåðêóëåñà; âîíè ìiñòÿòü ó ñêëàäi áiëèé
êàðëèê ç íàäïîòóæíèì ìàãíiòíèì ïîëåì), êàòàêëiçìi÷íi çìiííi i Íàäíîâi òèïó
Ià. Îêðåìî âèäiëÿþòüñÿ ñèìáiîòè÷íi çîði òèïó Z Àíäðîìåäè, ùî ìàþòü ñïiëüíó
ôîòîñôåðó. Êàðëèêîâi íîâi, ó ñâîþ ÷åðãó, ïîäiëÿþòüñÿ íà çîði òèïó SS Ëåáåäÿ
(êëàñè÷íi êàðëìêîâi íîâi), SU Âåëèêî¨ Âåäìåäèöi (ìàþòü ïiäòèï WZ Ñòðiëè), Z
Æèðàôà, UX Âåëèêî¨ Âåäìåäèöi i ÀÌ Ãîí÷èõ ïñiâ. Ïiäòèïè êàðëèêîâèõ íîâèõ
âiäðiçíÿþòüñÿ àìïëiòóäàìè i õàðàêòåðíèìè ÷àñàìè ñïàëàõiâ, à òàêîæ íàÿâíiñòþ
îñîáëèâî ñèëüíèõ ñïàëàõiâ.
2. Íàäíîâi ç êîëàïñîì ÿäðà - êiíöåâà ñòàäiÿ åâîëþöi¨ îäèíî÷íèõ ìàñèâíèõ çið.
Â çàëåæíîñòi âiä ôîðìè êðèâî¨ áëèñêó i íàÿâíîñòi ñïåêòðàëüíèõ ëiíié âîäíþ i
ìåòàëiâ ïîäiëÿþòüñÿ íà ïiäòèïè Ib, Ic i II.
3. Åðóïòèâíi çîði íà ðàííiõ ñòàäiÿõ åâîëþöi¨: ïðîòîçîðÿíi îá'¹êòè Õåðáiãà-
Àðî, ïðîòîçîði òèïó Ò Òiëüöÿ, ñïàëàõóþ÷i ÷åðâîíi êàðëèêè òèïó UV Êèòà, çîði
Àå/Âå Õåðáiãà. Çîði òèïó Ò Òiëüöÿ ïîäiëÿþòüñÿ íà ïiäòèïè RW Àíäðîìåäè, RW
Âiçíè÷îãî i FU Îðiîíà.
4. Ãàðÿ÷i åðóïòèâíi çîði ç ïðîòÿæíèìè ôîòîñôåðàìè: ãiïåðãiãàíòè òèïó S
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Çîëîòî¨ ðèáè, çîði òèïó  Êàññiîïå¨, çîði Âîëüôà-Ðàé¹, Âå çîði, ÿäðà ïëàíåòàðíèõ
òóìàííîñòåé.
5. Åðóïòèâíi çîði ç ïðîÿâàìè îáåðòàííÿ. Òèï BY Äðàêîíà  çîði ïiçíiõ êëàñiâ
ç ïëÿìàìè i àêòèâíiñòþ, òèï RS Ãîí÷èõ Ïñiâ  ïîäâiéíi æîâòi ãiãàíòè ç ïëÿìàìè i
ðåíòãåíiâñüêèìè ñïàëàõàìè, òèï FK Âîëîññÿ Âåðîíiêè  æîâòi ãiãàíòè ç øâèäêèì
îáåðòàííÿì, ìîæëèâî ó ïîäâiéíié ñèñòåìi ç ÿñêðàâîþ ïëÿìîþ, òèï 2 Ãîí÷èõ Ïñiâ
 çîði ç âåëèêèì ìàãíiòíèì ïîëåì i âìiñòîì ìåòàëiâ.
6. Çîði òèïó R Ïiâíi÷íî¨ Êîðîíè. Öå ïóëüñóþ÷i ÷åðâîíi ãiãàíòè, ïîäiáíi
äî Ìiðèä (äèâ. íèæ÷å). Â îêðåìèõ ìiíiìóìàõ â àòìîñôåði çîði âèïàäêîâèì
÷èíîì óòâîðþþòüñÿ õìàðè âóãëåöåâîãî ïèëó, âíàñëiäîê ÷îãî ãëèáèíà ìiíiìóìó
ðiçêî çáiëüøó¹òüñÿ, äîñÿãàþ÷è 10 çîðÿíèõ âåëè÷èí. ×åðãóâàííÿ çâè÷àéíèõ i
íàäãëèáîêèõ ìiíiìóìiâ ¹ õàîòè÷íèì.
Ó ïóëüñóþ÷èõ çìiííèõ çið, âiäïîâiäíî ¨õ íàçâè, çìiíè áëèñêó çóìîâëåíî
ïåðiîäè÷íèìè ïóëüñàöiÿìè îáîëîíîê, ùî ìîæóòü ìàòè ÿê ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèé
õàðàêòåð, òàê i âiäõèëÿòèñÿ âiä íüîãî. Âëàñòèâîñòi ïóëüñóþ÷èõ çið äåòàëüíî
ðîçãëÿäàþòüñÿ ó íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ.
9.2. Çîðÿíi ïóëüñàöi¨
Çìiííiñòü ïóëüñóþ÷èõ çið ïîâ'ÿçàíà ç ïåðiîäè÷íèìè çìiíàìè ôiçè÷íèõ
õàðàêòåðèñòèê â ¨õ íàäðàõ i àòìîñôåðàõ. Ñâiòíiñòü ïóëüñóþ÷î¨ çîði ó ìàêñèìóìi
ïðîïîðöiéíà ïåðiîäó ïóëüñàöié. Öå äîçâîëÿ¹ âèçíà÷àòè âiäñòàíü äî çîði çà
ïåðiîäîì ïóëüñàöié òà ãóñòèíîþ ïîòîêó âèïðîìiíþâàííÿ â îêîëi Çåìëi, ÿêi ¹
ñïîñòåðåæóâàíèìè âåëè÷èíàìè. Äàíà çàëåæíiñòü íàéêðàùå âñòàíîâëåíà äëÿ
çið òèïó  Öåôåÿ (öåôå¨ä). Öåôå¨äè  öå æîâòi ãiãàíòè òà íàäãiãàíòè
çi ïåðiîäàìè âiä 1 äîáè äî 135 äiá. Öåôå¨äè ìàþòü âåëèêå çíà÷åííÿ
ó àñòðîíîìi¨ ÿê ñòàíäàðòíi ñâi÷êè ïðè âèçíà÷åííi ìiæçîðÿíèõ âiäñòàíåé.
Æåâàêií (1957) ïîÿñíèâ çîðÿíi ïóëüñàöi¨ ïåðiîäè÷íîþ iîíiçàöi¹þ i ðåêîìáiíàöi¹þ
âîäíþ i ãåëiþ ó ïðèïîâåðõíåâîìó øàði. Ïóëüñàöi¨ ðîçâèâàþòüñÿ ïðè ïåâíié
êîìáiíàöi¨ iíòåãðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê çîði, ÿêi ìîæóòü áóòè âiäîáðàæåíi íà
äiàãðàìi Ãåðöøïðóíãà-Ðåññåëà ó âèãëÿäi ñìóãè (ñìóãà íåñòàáiëüíîñòi). Áiëüøiñòü
ñïîñòåðåæóâàíèõ òèïiâ çìiííèõ çið ìîæóòü áóòè ðîçòàøîâàíi âçäîâæ ñìóãè
íåñòàáiëüíîñòi. Ïðè ïåðåõîäi âiä ïóëüñóþ÷èõ ÷åðâîíèõ ãiãàíòiâ (çîði òèïó î Êèòà)
äî áiëèõ êàðëèêiâ (òèï ZZ Êèòà) çìåíøó¹òüñÿ ïåðiîä i àìïëiòóäà ïóëüñàöié. Ïîçà
ñìóãîþ íåñòàáiëüíîñòi âiäîìi òðè ìàëî÷èñåëüíi ãðóïè áëàêèòíèõ ãiãàíòiâ: PV
Òåëåñêîïà,  Ëåáåäÿ i  Öåôåÿ. Ó òàáëèöi 9.1 ïîäàíi íàñòóïíi õàðàêòåðèñòèêè
îñíîâíèõ ïóëüñóþ÷èõ çið: ïîçíà÷åííÿ òèïó, àìïëiòóäà çìiíè áëèñêó ó çîðÿíèõ
âåëè÷èíàõ, ïåðiîä ïóëüñàöié P , ñïåêòðàëüíèé êëàñ S, êiëüêiñòü N âiäîìèõ çið
êîæíîãî òèïó, àáñîëþòíà çîðÿíà âåëè÷èíà ó ìàêñèìóìi M i ìàñà ó ìàñàõ Ñîíöÿ.
Äëÿ âèâ÷åííÿ ïåðiîäè÷íèõ çìií äî ñïîñòåðåæóâàíî¨ êðèâî¨ áëèñêó m(t)
çàñòîñîâóþòü äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âèäiëÿþòü
çíà÷óùi ìîäè êîëèâàíü. Äàëi, ç óðàõóâàííÿì âèçíà÷åíèõ ÷àñòîò, áóäóþòü
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Table 9.1: Õàðàêòåðèñòèêè òèïiâ ïóëüñóþ÷èõ çið
Name m P , days S N M Mass
PV Tel 0.1 0.1-1 B 12 -6 20
 Cyg 0.1 3-30 BA 8 -5 20
 Cep 0.01-0.3 0.1-0.6 B0-B3 14 -3 -5 10  15
o Cet >1-2.5 >100 M2-8 C, S 5000
V -0.8..-3
K -4.4..-7.3
<2
RV Tau 3.5 30-150
max FG
min KM
100 -0.3 1
 Cep 0.5-2 1-200 F5-K0 396 -2..-6 3-16
W Vir 0.3-1.2 0.8-35 F6-K2 86 -1..-5 0.55
RR Lyr 0.2-2 0.2-1.2 A-F 200 -0.75 0.4
 Sct 0.03-0.9 <0.3 A0-F5 129 0..+1 1.6-2.2
SX Phe 0.7 0.03-0.08 A2-F5 50 2.1-5.4 0.4-0.7
ZZ Cet 0.012-0.28 114-1186 s DA 13 13.1-15.6 0.6
àïðîêñèìàöiþ m(t) ó âèãëÿäi
m(t) = m0 +
NX
i=0
Ai sin(!it+ i); !i = 2=Pi; (9.1)
äå !0 < !1 < !2 < :::; ïàðàìåòðàìè ïiäãîíêè ìîæóòü âèñòóïàòè ÿê àìïëiòóäè
òà ôàçè êîëèâàíü, òàê i ÷àñòîòè. Òàêèì ÷èíîì ìîæíà âèäiëèòè íå òiëüêè
êðàòíi ãàðìîíiêè, õàðàêòåðíi äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè, à òàêîæ i
ìîäè ç íåñïiââèìiðíèìè ÷àñòîòàìè òà ¨õ êîìáiíàöi¨. Ïiñëÿ âèäiëåííÿ ñêëàäîâèõ
ó ðîçêëàäi (9.1) íåîáõiäíî ïðîâîäèòè ðåòåëüíå äîñëiäæåííÿ, ùîá ç'ÿñóâàòè
iíòåðïðåòàöiþ êîæíî¨ ìîäè. Çîêðåìà, òðåáà âiääiëèòè îñíîâíi ÷àñòîòè âiä òèõ,
ùî ¹ ¨õ êîìáiíàöiÿìè iç âðàõóâàííÿì êðàòíîñòi, ç'ÿñóâàòè, êîëè ñïîñòåðåæóâàíà
êðèâà áëèñêó ¹ ðåçóëüòàòîì ëiíiéíî¨ âçà¹ìîäi¨ ðiçíèõ êîëèâàëüíèõ ìîä (òàêèõ,
ÿê áèòòÿ) ÷è êîëè ¨¨ ñêëàäíà ôîðìà ¹ ðåçóëüòàòîì íåëiíiéíî¨ ôiçèêè. Öÿ
çàäà÷à äîñèòü íåòðèâiàëüíà. Ñëiä ìàòè íà óâàçi, ùî â ïðàêòèöi àñòðîíîìi÷íèõ
ñïîñòåðåæåíü, íà âiäìiíó âiä áàãàòüîõ iíøèõ ïðèðîäíè÷èõ íàóê, íåìà¹
ìîæëèâîñòi ïîâòîðþâàòè åêñïåðèìåíò äåêiëüêà ðàçiâ. Òóò çàâæäè ìàþòü ñïðiâó
çi ñêií÷åííèìè, i íå çàâæäè òðèâàëèìè, ðÿäàìè ñïîñòåðåæåíü, ÿêi ùå é çàøóìëåíi
ïîõèáêàìè âèìiðþâàíü. Öå ìîæå ïðèçâîäèòè äî òîãî, ùî ñïîñòåðåæóâàíi
ïåðiîäè÷íi òà êâàçiïåðiîäè÷íi çàëåæíîñòi ñëàáêî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ñòîõàñòè÷íèõ
ïðîöåñiâ, i çàñòîñóâàííÿ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ìîæå äàòè íåïðàâèëüíèé ðåçóëüòàò.
Âiäîìi ïðèêëàäè, êîëè çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïåðiîäîãðàì äî àíàëiçó çàâiäîìî
õàîòè÷íîãî ñèãíàëó ïðèâîäèòü äî íàáîðó ôiêòèâíèõ ÷àñòîò.
Íàâåäåìî ïðèêëàä äîñëiäæåííÿ êðèâèõ áëèñêó ó çîði òèïó RR Ëiðè OGLE-
BLG-RRLYR-24137. RR Ëiðè  òèï ïóëüñóþ÷èõ ãiãàíòiâ ç âiäíîñíî ñòiéêèìè
êðèâèìè áëèñêó ç ïåðiîäîì 0,21,2 äîáè. Öå ìåíøå, íiæ ó êëàñè÷íèõ öåôå¨ä,
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òîìó ðàíiøå öi çìiííi íàçèâàëè êîðîòêîïåðiîäè÷íèìè öåôå¨äàìè; çàðàç öÿ íàçâà
çàñòàðiëà. Äëÿ RR Ëiðè OGLE-BLG-RRLYR-24137 àíàëiç ðîçêëàäó òèïó (9.1)
áóëî ïðîâåäåíî â ðîáîòi [32] íà îñíîâi äàíèõ ñïîñòåðåæåíü ãðóïè OGLE (Optical
Gravitational Lens Experiment). Äî öi¹¨ ðîáîòè â OGLE-BLG-RRLYR-24137 áóëî
âiäîìî äâi ìîäè, òîäi ÿê â [32] âèÿâëåíî, ÿê ìiíiìóì, ùå îäíó ìîäó, ÿêà äî òîãî æ
ìà¹ îçíàêè ïðèñóòíîñòi áiôóðêàöi¨ ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó. Íåçàëåæíi ìîäè, âèÿâëåíi
â [32], ïîêàçàíî â Òàáë. 9.2. Ó îñòàííié êîëîíöi âêàçàíî ïàðàìåòðè ñêëàäîâî¨, ÿêà
iíòåðïðåòîâàíà ÿê ðåçóëüòàò ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó, ùî âiäïîâiäà¹ òðåòüîìó ïåðiîäó.
Çàçíà÷èìî, ùî â ðîáîòi [32] çàÿâëåíî ùå ïðî äåêiëüêà âèÿâëåíèõ ÷àñòîò, ùî ¹
êîìáiíàöiÿìè âêàçàíèõ â Òàáëèöi 9.2.
Table 9.2: Íåçàëåæíi ÷àñòîòè fi = !i=(2) òà àìïëiòóäè Ai ïóëüñàöié êðèâèõ
áëèñêó çîði OGLE-BLGRRLYR- 24137 çãiäíî [32].
fi 2.262844 3.118717 4.547226 3.709679 2.273613
Ai 0.0800 0.0607 0.0293 0.0128 0.0104
ßê ïîêàçóþòü ñïîñòåðåæíi òà òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ, äëÿ çîðÿíèõ ïóëüñàöié
äîñèòü ÷àñòî ïðèòàìàííi äåêiëüêà íåñïiâìiðíèõ ïåðiîäiâ âàðiàöié áëèñêó.
Âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ çið, äå ó êðèâié áëèñêó ïðèñóòíi ïðèíàéìíi äâi ìîäè
çìiííîñòi1 - îñíîâíà, ç áiëüøèì ïåðiîäîì P0 òà íàñòóïíà ç ìåíøèì ïåðiîäîì
P1 < P0, ¹ âiäíîøåííÿ P1=P0. Çàëåæíiñòü P1=P0 âiä áiëüøîãî ïåðiîäó P0, ÿêó
áóäóþòü äëÿ ïåâíîãî êëàñó çìiííèõ, íàçèâàþòü äiàãðàìîþ Ïåòåðñåíà. Ïîëîæåííÿ
çîði íà öié äiàãðàìi çàëåæèòü âiä ìàñè, ñêëàäó i òåìïåðàòóðè. Åâîëþöiéíi çìiíè,
ùî âiäáóâàþòüñÿ ó ïóëüñóþ÷èõ çîðÿõ, ìîæóòü ïðèçâîäèòè äî ìîäóëÿöi¨ êîëèâàíü
áëèñêó. Ïîâiëüíi âàðiàöi¨ ïàðàìåòðiâ êîëèâàíü âiäîìi ÿê åôåêò Áëàæêî.
Ïðèêëàä äiàãðàìè Ïåòåðñåíà ç ðîáîòè [34] ïîêàçàíî íà Ðèñ. 9.1 äëÿ çìiííèõ
òèïó  Ùèòà ( Scuti àáî ñêîðî÷åíî  Sct), âèÿâëåíèõ ó Ìàãåëàíîâèõ õìàðàõ
çà äàíèìè îãëÿäó SuperMACHO. Äëÿ çìiííèõ  Ùèòà õàðàêòåðíi ðiçêi çìiíè
ñâiòíîñòi çàâäÿêè ðàäiàëüíèì òà íåðàäiàëüíèì ïóëüñàöiÿì ïîâåðõíi. Äî öüîãî
òèïó ìîæíà âiäíåñòè ãiãàíòè ÷è çîði ãîëîâíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ç àìïëiòóäîþ çìií
áëèñêó âiä 0,03 äî 0,9 çîðÿíèõ âåëè÷èí ç ïåðiîäîì â äåêiëüêà ãîäèí, ïðè÷îìó
ôîðìà êðèâî¨ áëèñêó, ïåðiîä òà àìïëèòóäà ìîæóòü ñèëüíî ìiíÿòèñÿ, çíèêàòè é
âèíèêàòè. Íà Ðèñ. 9.2 ïîêàçàíî ðåçóëüòàòè [33] ðîçðàõóíêiâ äiàãðàì Ïåòåðñåíà â
ìîäåëÿõ, ÿêi âðàõîâóþòü âïëèâ îáåðòàííÿ òà êîíâåêöi¨ íà ÷àñòîòè îñöèëÿöié.
9.3. Òåîðåòè÷íi ìîäåëi ïóëüñàöié
Òåîðåòè÷íi ðîçðàõóíêè çîðÿíèõ ïóëüñàöié åâîëþöiîíóþòü ïàðàëåëüíî ç
ðîçâèòêîì îá÷èñëþâàëüíèõ çàñîáiâ, âiä íàïiâ-àíàëiòè÷íèõ îäíîâèìiðíèõ ñõåì äî
1Ó àíãëîìîâíié ëiòåðàòóði êëàñè÷íi Öåôå¨äè, ùî ìàþòü äâi ðàäiàëüíi ìîäè îñöèëÿöié,
íàçèâàþòü "Beat Cepheids" àáî "double-mode Cepheids".
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Ðèñ. 9.1: Äiàãðàìà Ïåòåðñåíà äëÿ áàãàòîìîäîâèõ çìiííèõ çið ç íàéáiëüøèìè
àìïëiòóäàìè ïóëüñàöié â ôóíäàìåíòàëüíié ìîäi (F, ïðÿìi òðèêóòíèêè) òà ç
íàéáiëüøèìè àìïëiòóäàìè ïåðøîãî îáåðòîíó (FO, ïåðåâåðíóòi òðèêóòíèêè).
Øòðèõîâà ëiíiÿ ïîêàçó¹ ðiâåíü P1/P0=0.778. Äæåðåëî: [34].
3-âèìiðíî¨ ãiäðîäèíàìiêè. Ìåòà öèõ äîñëiäæåíü  áóäóâàòè êðèâi áëèñêó, ÿêi
ìîæíà ïîðiâíþâàòè ç ñïîñòåðåæíèìè äàíèìè. Íàéáiëüøå ïîøèðåííÿ îòðèìàëè
ãiäðîäèíàìi÷íi ìîäåëi, ùî âðàõîâóþòü - â ïåâíèõ ñïðîùåííÿõ - ðàäiàöiéíi ïðîöåñè
òà êîíâåêöiþ. Ïåðøi ïðîãðàìíi êîäè, ÿêi âèíèêëè íàïðèêiíöi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ
i áóëè íà òîé ÷àñ öiëêîì óñïiøíèìè, âðàõîâóâàëè òiëüêè ïðîöåñè ôîðìóâàííÿ
âèïðîìiíþâàííÿ, áåç êîíâåêöi¨; àëå é êîíâåêòèâíi ãiäðîêîäè áóëè ïîáóäîâàíi
ïðàêòè÷íî ó òi æ ðîêè.
Òóðáóëåíòíà êîíâåêöiÿ ¹ âàæëèâèì ôiçè÷íèì ïðîöåñîì, ùî äi¹ ó çîðÿõ.
Öå ñóòò¹âî òðèâèìiðíèé ïðîöåñ, äå ðåàëiçó¹òüñÿ òèïîâèé äëÿ òóðáóëåíòíîñòi
ñöåíàðié, êîëè åíåðãiÿ ïåðåäà¹òüñÿ âiä íàéáiëüøèõ ìàêðîñêîïi÷íèõ ìàñøòàáiâ
äî ìåíøèõ àæ äî äèñèïàòèâíî¨ îáëàñòi, äå åíåðãiÿ ìåõàíi÷íîãî ðóõó ñåðåäîâèùà
ïåðåõîäÿòü ó òåïëîâó åíåðãiþ ðóõó ìîëåêóë. Äëÿ êîíâåêòèâíèõ ïðîöåñiâ ó çîðÿõ
òèïîâîþ ¹ ñèëüíà òóðáóëåíòíiñòü ç âèñîêèìè ÷èñëàìè Ðåëåÿ 2 Ra  1012 çà ìàëèõ
2×èñëî Ðåëåÿ
Ra =
g TL3

äå g  ãðàäiåíò ïîòåíöiàëó ãðàâiòàöiéíîãî ïîëÿ,   êîåôiöi¹íò òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ, T 
õàðàêòåðíà çìiíà òåìïåðàòóðè â ñèñòåìi, L  õàðàêòåðíà äîâæèíà,   êiíåìàòè÷íà â'ÿçêiñòü
ðiäèíè,   êîåôiöi¹íò òåðìi÷íî¨ äèôóçi¨. Çà ìàëèõ Ra ðiäèíà ¹ ó ðiâíîâàçi i òåïëîïåðåäà÷à
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Ðèñ. 9.2: Òåîðåòè÷íi ðîçðàõóíêè äiàãðàì Ïåòåðñåíà äëÿ ðiçíèõ ìàñ ïóëüñóþ÷èõ
çiðîê. Ïî àáñöèñi: 0  ïåðiîä ãîëîâíî¨ ìîäè (äîáè), ïî îðäiíàòi: 1=0 
âiäíîøåííÿ ïåðiîäiâ ïåðøîãî îáåðòîíó òà ãîëîâíîãî. Ñiðà îáëàñòü âiäïîâiäà¹
òèïîâèì çíà÷åííÿì äëÿ çiðîê ïîïóëÿöi¨ I. Æèðíà òî÷êà ïðåäñòàâëÿ¹ ñïîñòåðåæíi
äàíi äëÿ çîði RV Ari òèïó  Scuti. Äæåðåëî: [33].
÷èñåë Ïðàíäòëÿ3 Pr  10 9.
Íàÿâíiñòü òóðáóëåíòíîñòi ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹ òåîðåòè÷íi ðîçðàõóíêè, àëå
áàãàòî îñîáëèâîñòåé êîíâåêöi¨ ìîæíà îïèñàòè â ðàìêàõ îäíîâèìiðíèõ
(÷àñ + ðàäiàëüíà êîîðäèíàòà) ìîäåëåé. Ó ïóëüñóþ÷èõ çîðÿõ óñåðåäíåíi
çìiííi, ùî îïèñóþòü ìàêðîñêîïi÷íèé ðóõ ãàçó, âçà¹ìîäiþòü iç ïàðàìåòðàìè
äðiáíîìàñøòàáíîãî òóðáóëåíòíîãî ðóõó. Âiäïîâiäíî, ãiäðîäèíàìi÷íi çìiííi
ðîçäiëÿþòü íà ñåðåäíþ (ïëàâíó) òà ôëóêòóþþ÷ó ÷àñòèíó, íàïðèêëàä äëÿ
øâèäêîñòi òà òåìïåðàòóðè ìà¹ìî U = U + U1, T = T + T1. Ó ðåçóëüòàòi
óñåðåäíåííÿ â ðiâíÿííÿ äëÿ ïëàâíèõ çìiííèõ âõîäÿòü êîðåëÿöi¨ äðóãîãî
ïîðÿäêó (< U1;iU1;j >, < T 21 > òîùî). Âèíèêà¹ ñòàíäàðòíà äëÿ çàäà÷
ñòàòèñòè÷íî¨ ãiäðîäèíàìiêè ñèòóàöiÿ iç çà÷åïëåííÿì êîðåëÿöié. Äëÿ çàìèêàííÿ
ñèñòåìè êîðåëÿöi¨ äðóãîãî ïîðÿäêó ìîäåëþþòü çà äîïîìîãîþ ôåíîìåíîëîãi÷íèõ
ñïiââiäíîøåíü, ïðè öüîìó âèíèêà¹ íèçêà äîäàòêîâèõ ïàðàìåòðiâ. Ó ðåçóëüòàòi
çàäà÷ó çâîäÿòü äî îäíîâèìiðíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ÷è
äî ñèñòåìè áiëüø âèñîêî¨ ïðîñòîðîâî¨ ðîçìiðíîñòi [7], [33], [30], [15], [32]. Ó
çäiéñíþ¹òüñÿ çàâäÿêè äèôóçi¨. Êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ÷èñëà Ðåëåÿ ¹ òî÷êîþ áiôóðêàöi¨ äëÿ
äèíàìiêè ðiäèíè, çà ÿêîþ âèíèêà¹ êîíâåêöiÿ.
3×èñëî Ïðàíäòëÿ Pr = =.
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ñôåðè÷íîìó íàáëèæåííi ðiâíÿííÿ âðàõîâóþòü ïîòîêè åíåðãi¨ çàâäÿêè êîíâåêöi¨,
âèïðîìiíþâàííþ òà òåïëîïåðåäà÷i, â íèõ âõîäÿòü òåíçîð òóðáóëåíòíèõ íàòÿãiâ
Ðåéíîëüäñà, òóðáóëåíòíèé ïîòiê, ðàäiàëüíà øâèäêiñòü, ãóñòèíà, ïèòîìà åíåðãiÿ
íà îäèíèöþ ìàñè, øâèäêiñòü êîíâåêöi¨, çâè÷àéíèé òà òóðáóëåíòíèé òèñê, ùî
ïîâ'ÿçàíèé iç òåíçîðîì íàòÿãiâ Ðåéíîëüñà (äèâ., íàïð., [13]). Îñòàííiìè ðîêàìè,
ñëiäîì çà ðîçðàõóíêàìè ñîíÿ÷íî¨ êîíâåêöi¨ [36], ïîìiòíå ïðîñóâàííÿ ó áiê
òðèâèìiðíîãî ïiäõîäó [37, 38], [39]. Òðèâèìiðíi ìîäåëi êîíâåêöi¨, ùî âèâîäÿòüñÿ ç
ïåðøèõ ïðèíöèïiâ, äîçâîëÿþòü ïîçáàâèòèñÿ âiä ôåíîìåíîëîãi÷íèõ ïàðàìåòðiâ,
ÿêi âèçíà÷àþòü øëÿõîì ïîðiâíÿííÿ çi ñïîñòåðåæåííÿìè, i ÿêi iíêîëè âàæêî
îáãðóíòóâàòè ç ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü. Öiíîþ öüîãî ¹ ñêëàäíiñòü êîìï'þòåðíèõ
ðîçðàõóíêiâ òà áiëüøèé îá÷èñëþâàëüíèé ÷àñ.
Ðèñ. 9.3: Áiôóðêàöi¨ ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó â ãiäðîäèíàìi÷íié ìîäåëi RR Ëiðè
(RR Lyr) ç óðàõóâàííÿì âèïðîìiíþâàííÿ (÷èñåëüíi ðîçðàõóíêè). Áiôóðêàöiéíèì
ïàðàìåòðîì ¹ êîåôiöi¹íò òóðáóëåíòíî¨ â'ÿçêîñòi. Íà ðèñóíêàõ çëiâà  çàëåæíîñòi
ðàäióñó çîði (â îäèíèöÿõ R) âiä ÷àñó (ñóòêè); ñïðàâà  òi æ ðîçâ'ÿçêè ó ïëîùèíi
"ðàäiàëüíà øâèäêiñòü Vrad (êì/ñ)  ðàäióñ". Ðîçâ'ÿçêó ç ïîäâî¹ííÿì ïåðiîäó
âiäïîâiäàþòü ëiâèé âåðõíié ðèñóíîê òà ñïðàâà  ñóöiëüíà ëiíiÿ. Ïiñëÿ íàñòóïíî¨
áiôóðêàöi¨ (÷îòèðè ïåðiîäè) ìà¹ìî ëiâèé íèæíié ðèñóíîê òà ïóíêòèðíó ëiíiÿ
ñïðàâà. Äæåðåëî: [10].
Íà ðèñ. 9.4 ïîêàçàíà äiëÿíêà êðèâî¨ áëèñêó ó çìiííî¨ CoRoT 962 òèïó RR Lyr.
(çà äàíèìè ñïîñòåðåæåíü êîñìi÷íî¨ ìiñi¨ CoRoT); òóò ÷iòêî âèäíî ÷åðãóâàííÿ
ðiçíîâèñîêèõ ìàêñèìóìiâ, âiäçíà÷åíèõ ðiçíèìè ñèìâîëàìè.
9.4. Áiôóðêàöi¨ òà õàîñ ó çìiííèõ çîðÿõ
Õàîñ i áiôóðêàöi¨ ¹ òèïîâèìè äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì i ðiâíÿííÿ äèíàìiêè
ïóëüñóþ÷èõ çið íå ¹ âèêëþ÷åííÿì. Ïiäêðåñëèìî, ùî ó öüîìó ïàðàãðàôi íå
éäåòüñÿ ïðî òóðáóëåíòíiñòü, ÿêà ïðèòàìàííà ãiäðîäèíàìi÷íié ñèñòåìi âíàñëiäîê
íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ñòåïåíåé âiëüíîñòi. ßê áóëî çàçíà÷åíî â Ðîçäiëi 4,
õàîòè÷íà ïîâåäiíêà âèíèêà¹ íàâiòü ó ñèñòåìàõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ðîçìiðíiñòþ, ïî÷èíàþ÷è ç òðüîõ. Âèõîäÿ÷è ç öèõ çàãàëüíèõ ìiðêóâàíü,
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Ðèñ. 9.4: Îçíàêè áiôóðêàöi¨ ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó ó çìiííî¨ çîði CoRoT 962 òèïó
RR Lyr. Äæåðåëî: [35].
íàâiòü ó íàéáiëüø ïðîñòèõ ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèõ ìîäåëÿõ çìiííèõ çið òàêîæ
ìîæíà î÷iêóâàòè ÿâèùà ïåðåõîäó äî õàîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè  ÷åðåç ïîñëiäîâíiñòü
áiôóðêàöié ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó, àáî iíøèì ÷èíîì, òîáòî ÷åðåç òèïîâi ñöåíàði¨, ùî
ìîæóòü ðåàëiçîâóâàòèñÿ ó íåëiíiéíèõ ñèñòåìàõ.
Àëå êîæíà ïóëüñóþ÷à çîðÿ ¹ îäíi¹þ ç ðåàëiçàöié âiäïîâiäíî¨ äèíàìi÷íî¨
ñèñòåìè ç ôiêñîâàíèìè ïàðàìåòðàìè; õiáà ùî ìîæíà î÷iêóâàòè ïîâiëüíi çìiíè öèõ
ïàðàìåòðiâ çàâäÿêè áiëüø òðèâàëèì ôiçè÷íèì ïðîöåñàì. Òîìó âèâ÷åííÿ ïèòàíü
çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ïîâ'ÿçàíî áiëüøå ç òåîðåòè÷íèìè ìîäåëÿìè. Òèì íå
ìåíø, ç ñïîñòåðåæåíü ìîæíà îöiíþâàòè òèï ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè (ïåðiîäè÷íiñòü
÷è õàîñ); òàêîæ iíêîëè ìîæíà âèÿâèòè îçíàêè ïåðåõîäó ÷åðåç òî÷êó áiôóðêàöi¨.
Íàïðèêëàä, ÿêùî äî òî÷êè áiôóðêàöi¨ êðèâà áëèñêó m(t) ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç
ïåðiîäîì P , òî çà òî÷êîþ áiôóðêàöi¨ ïîñëiäîâíi êîëèâàííÿ ïî÷èíàþòü òðîõè
âiäðiçíÿòèñÿ, ïðè öüîìó âîíè (â iäåàëüíîìó âàðiàíòi) òî÷íî ïîâòîðþþòüñÿ ÷åðåç
ïåðiîä 2P . Òàêà ïîâåäiíêà, íàïðèêëàä, ¹ õàðàêòåðíîþ îçíàêîþ çìiííèõ òèïó RV
Tau (RV Tauri), äå ïðèñóòíi ïîñëiäîâíi áiëüø ãëèáîêi i ìåíø ãëèáîêi ìiíiìóìè
êðèâî¨ áëèñêó. Ïðèêëàä ðîçðàõóíêó [10] òàêèõ êðèâèõ äëÿ çìiííèõ RR Ëiðè
ïîêàçàíî íà Ðèñ. 9.3.
Ïðî îçíàêè õàîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ó ïåâíèõ òèïàõ çìiííèõ çið ñòâåðäæóâàëîñÿ:
ó äåÿêèõ Öåôå¨ä òèïó II RV Tau [4, 25], ó íàïiâ-ðåãóëÿðíèõ çìiííèõ [6] òà ó
çìiííèõ Mira  â [24].
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Ðèñ. 9.5: Ôóð'¹-ñïåêòðè êðèâèõ áëèñêó, ðîçðàõîâàíi äëÿ çìiííèõ BL Herculi ó
ðîáîòi [17] äëÿ òðüîõ ðiçíèõ åôåêòèâíèõ òåìïåðàòóð T . Âåðòèêàëüíi ïóíêòèðè
âiäïîâiäàþòü ÷àñòîòàì ïåðiîäè÷íèõ ñêëàäîâèõ, ùî áóëè âèëó÷åíi (îñíîâíà ìîäà
òà ãàðìîíiêè äëÿ óñiõ ðèñóíêiâ, à òàêîæ äîäàòêîâi ÷àñòîòè äëÿ äâîõ íèæíiõ
ðèñóíêiâ ç T = 6450 K òà T = 6476 K. Äæåðåëî [17].
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